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l3óCV por cilindroa 1.000 r.p.m.
122 CV por cilindro a 900 r.p.m.

Porqué es fiable?
LII Presión media efectiva 14 bar
iii Diseñado en los 80

Porqué es económico?
III 1455 grs. cv/h al 100%

Ii 2 válvulas por cilindro
i Reducido número de componentes
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Más de 1.100
puntos
de servicio
en todo
el mundo

Precios demercado común
De 85 a 6.000 HP 63a 4.475 KW)
Compactos y de instalación sencilla en cámaras de máquinas
reducidas.
Sistema de combustible sin ajustes, que proporciona ahorro
en el consumo del gasoil. (En las series 3500 y 3600,
600 a 6.000 HP, se pueden quemar combustibles pesados)
Intercambiabilidad de piezas entre modelos de una misma familia.
96% de disponibilidad real de repuestos.
Mantenimiento simple y fácil.

LOS MOTORES MARINOS DE MENOR CONSUMO
compromiso de continuidad
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Soluciones eficaces
para todas las necesidades

de bombeo a bordo

Una marca de relieve internacional con más de 65 años de experiencia:

• Lubricación y refrigeración por agua dulce o salada 	 • Limpieza del parque de pesca, circulación de viveros,
de los motores principales, 	 lluvia artificial y trasiego de salmuera.

• Trasiego de combustibles.	 • Evacuación de vísceras y residuos de pescados.
• Achique de sentinas, lastre, baldeos y contraincendios. • Equipos hidró foros de agua a presión, salada o dulce.

• Servicios de calefacción, aire acondicionado, etc.

	

Paso a paso	 MANUFACTURAS

	

hacia el futuro	 ARANZABAL, S. A.
os	 Apartado 41 - Telfs. (943) 851245 - 851345 (16 líneas)

Te/ex 36335 y 36359 ITUR E - Telefax: 841742
ZARAUZ (Guipúzcoa) - España

	

División de bombas para la Industria Naval 	 ,, Delegaciones y Servicios en toda España



BAZAN
Soluciones eficaces

para su defensa naval
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EMPRESA NACIONAL BAZAN
Castellana, 55-28046 MADRID
Telex: 274 80 BAZAN E. Tel. 441 5100

Desde 1730 EAZAN ha
construido más de
1.000 buques, tanto para
la Armada española
como para otras Marinas
extranjeras.
BAZAN ofrece la mejor
relación coste/ tecnología
en el diseño y
construcción de
cualquier tipo de
buque de guerra.
F'ortaeronaves, Buques
de apoyo logístico,
Fragatas, Corbetas,
Guardacostas,
Patrulleros, Submarinos.
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GEOMETRIA DE LAS CUBICAS ALABEADAS
Y SU DISEÑO POR ORDENADOR

Por Víctor Villoria San Miguel

Dr. Ing. Naval

0. INTRODUCCION

El mundo de los sistemas de representación está siendo
fuertemente impactado en los últimos años por un campo
de rapidísima expansión que son los «gráficos por orde-
nador».

Este campo combina la clásica disciplina de la representa-
ción gráfica y la nueva tecnología de los ordenadores.

Comprenden los gráficos por ordenador, entre otras mu-
chas áreas de aplicación, la generación, representación, ma-
nipulación, proceso y evaluación de objetos gráficos. En la
generación de estos objetos se utilizan curvas y superficies
que son almacenadas y tratadas a partir de sus ecuaciones
analíticas.

En general, para la representación de curvas y superficies
por ordenador se recurre a sus ecuaciones paramétricas por
varias razones:

1) Por ser más rápido el cálculo y localización de sus
puntos para el dibujo en una pantalla gráfica o un plotter sin
tener que resolver ecuaciones no lineales.

2) La traslación o rotación de objetos se hace a través de
los vectores de los puntos que definen la curva o superficie
sin modificación de sus ecuaciones funcionales.

3) Las ecuaciones paramétricas facilitan la descripción
de curvas y superficies por segmentos o piezas.

4) Se eliminan problemas de tratamiento con ordenador
de las tangentes verticales en curvas definidas por sus ecua-
ciones implícitas.

Las cúbicas han encontrado extensa aplicación en la re-
presentación de objetos gráficos por ordenador, habiendo
sido utilizadas en algunos paquetes de diseño de formas de
buques.

La definición de cúbicas por ordenador se hace normal-
mente componiendo la curva mediante varios segmentos
cúbicos, con continuidades de primero y segundo orden en
los puntos de unión de los segmentos.

En este artículo se hace una descripción geométrica y
analítica de las cúbicas, se deducen sus ecuaciones paramé-
tricas y, finalmente, se indica cómo a partir de estas ecua-
ciones se generan estas curvas para sus aplicaciones en or-
denadores.

1. GEOMETRIA DE LAS CUBICAS

Dos superficies de segundo orden de ecuaciones alge-
braicas:

f Ix y z t) = O
(x y z t) = O

tienen infinitos puntos comunes que están situados en una
línea de cuarto orden o cuártica, siendo su orden igual al nú-

mero máximo de puntos comunes que puede tener esta lí-
nea con un plano cualquiera. Si las dos superficies de se-
gundo orden tienen en común una generatriz recta y no son
tangentes en todos los puntos de esta generatriz, se cortan
además en una línea alabeada de tercer orden llamada cúbi-
ca alabeada. Las superficies generadoras de esta línea pue-
den ser alabeadas o desarrollables.

Como propiedades más notables de las cúbicas se pue-
den citar:

al La superficie cónica que proyecta una cúbica alabea-
da desde uno cualquiera de sus puntos es de segundo
orden.

Pues tomando el eje OZ de un triedro trirrectángulo como
generatriz común de dos superficies de segundo orden que
pasan además por el punto (1, 0, 0, 0) y cuyos planos tan-
gentes en el origen son respectivamente el plano y = O y el
plano x = O, las ecuaciones de estas superficies son:

f 1 (xyztl = ay2 + 2a 2xy + 2a 13xz + 2azy + 2a24yt = 0(1)

f 2 (xyzt) = by2 + 2b 12xy + 2b 1 z + 2bzy + 2b 11xt = 0 (2)

y la de la cúbica está representada por el sistema de ecua-
ciones (1) y (2) eliminando la generatriz común.

La de la superficie proyectante de la cúbica desde el pun-
to 11, 0, 0, 0) se obtiene eliminando x entre (1) y 121:

- ba 12) y2 + (b 13a	 + 2ab 12 - a 13b -

— 2ba 12) zy + (2a23b - 2ba13) z2 + (ab 14 + 2b 1 2a24) y +
+ (2ab 14 + 2a 24b 131 z + 2a 24b 14 = O

que efectivamente es una superficie cilíndrica del género de
las superficies cónicas cuyo vértice es el (1, 0, 0, 0).

b) Toda cúbica alabeada que sea intersección de dos
conos de segundo orden que tienen una generatriz común
está contenida en infinitas superficies regladas de segundo
orden.

Pues tomando dos conos de vértices distintos y genera-
triz común, el eje OZ, que pasan por (0, 0, 1, 01 y (0, 0, 0, 1)
siendo el plano tangente a lo largo del eje OZ distinto, en el
primer caso y = O y en el segundo x = O sus ecuaciones
son:

f = a11x 2 + ay 2 + 2a 12xy + 2a23yz + 2a 24yt = 0 (3)

= b 11 x2 + by2 + 2b 12xy + 2b 13xz + 2b 1 xt = 0 (4)

y la ecuación 2. 1 C + 2. 2 19 = O es una superficie reglada
de segundo orden para cada par de valores 2. i, 2 que con-

tiene la cúbica alabeada y el eje OZ.

Siendo el discriminante de este haz de superficies:

A 2=	 2	 2
1 ' 2 )a23b 14 - a24b13)2

que sólo se anula para los valores 7 1 = O 2. 2 = o esto indi-
ca que excepto los dos conos f y todas (as demás superfi-
cies del haz son alabeadas y regladas. Por esta razón se es-
tudian las cúbicas alabeadas a partir de la intersección de
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dos superficies cónicas de vértices distintos, con una gene-
ratriz común y cuyos planos tangentes en esa generatriz son
distintos.

Esta curva pasa por los vértices de las superficies cónicas
y en cada uno de ellos tiene por tangente la generatriz de la
superficie cónica correspondiente que está situada en el pla-
no tangente a la otra a lo largo de la generatriz común, lo
cual se deduce cortando los dos conos por el plano tangen-
te a cada uno de ellos que pasa por la generatriz común.

Que la curva alabeada es de tercer orden se demuestra
seccionando a los conos por un plano que no pase por la ge-
neratriz común, que los corta entonces, según dos curvas
de segundo orden. Estas cónicas se cortan en un punto de
esta generatriz común y por tanto tienen otros tres puntos
de intersección que pueden ser:

- Un punto real y dos imaginarios.

- Dos puntos reales, uno de los cuales es de tangencia o
contacto de primer orden.

- Uno solo real en el cual hay un contacto de segundo
orden.

- Los tres puntos reales.

De lo expuesto anteriormente se deducen las cuatro di-
versas posiciones que un plano puede tener respecto de una
cúbica alabeada:

1) Plano real secante que la corta en un punto real y dos
imaginarios.

21 Plano tangente que la toca en dos puntos confundi-
dos y la corta en otro siendo ambos reales.

31 Plano osculador, teniendo común el punto de con-
tacto, también real que es triple.

4) Plano real secante que la corta en tres puntos reales y
distintos.

Las formas que una cúbica alabeada puede presentar bajo
el punto de vista métrico dependen de la posición del plano
M infinito según pertenezcan a las cuatro especies de pla-
nos citados.

Se pueden así clasificar las cúbicas en las cuatro especies
siguientes:

1) La curva tiene un solo punto real en el infinito exis-
tiendo, pues, un solo cilindro de segundo orden que la con-
tiene que es elíptico, llamándose por esta razón la curva
elipse cúbica que tiene una sola asíntota y un plano oscula-
dor asintótico.

2) La curva tiene dos puntos en el infinito, siendo en
uno de ellos tangente el plano del infinito, existiendo pues
dos cilindros, uno hiperbólico y otro parabólico, que pasan
por la curva, que por esta razón se llama hipérbola parabó-
lica y tiene una asíntota y dos planos osculadores asin-
tóticos.

3) El plano del infinito es osculador de la curva, existien-
do un solo cilindro de segundo orden que pasa por la curva,
que es parabólico por lo que la curva se denomina parábola
cúbica, la cual no tiene asíntotas ni planos osculadores
asintóticos.

41 El plano del infinito corta a la curva en tres puntos
reales, existiendo pues tres cilindros hiperbólicos que la
contienen, recibiendo la curva la denominación de hipérbo-
la cúbica, que tiene tres asíntotas y tres planos osculadores
asintóticos.

c) De la generación de una cúbica mediante la intersec-
ción de dos superficies cónicas de segundo orden con una
generatriz común se deduce que existe una cúbica alabeada
determinada por seis puntos del espacio tales que no haya
cuatro de ellos en un mismo plano.

En efecto, sean P 1 , P2 , P3 , P 4 , P 5 y P 6 los seis puntos da-
dos. Proyectando desde P 1 y P 2 el resto de los puntos se ob-
tienen para cada uno de ellos cinco rectas que determinan
una superficie cónica de segundo orden. Estos dos conos
tienen común la generatriz P 1 , P 2 y se cortan además según
una curva alabeada de tercer orden que pasa por P 1 , P2, P3,
P4, P 5 y P6 y que es irreducible si cuatro cualesquiera de los
seis puntos no están en un mismo plano.

Otras formas de definir una cúbica es mediante cinco
puntos y la tangente en uno de ellos o por cuatro puntos y
las tangentes en dos de ellos, pues una tangente y su punto
de contacto equivalen a conocer dos puntos confundidos.

dI Intersección de una recta y una cúbica alabeada. Si
P 1 lx, Vi z 1 t 1 1 y P 2 lx 2 Y2 z2 t 2 l son dos puntos de la recta, las
coordenadas de otro punto cualquiera P de la recta son: x,
+	 x, y, + ) y 2, 11 + 2 z2, t 1 + 2 t2.

Los valores del parámetro & que corresponden a los pun-
tos comunes de la recta y la curva se obtienen sustituyendo
las coordenadas de P en las ecuaciones 131 y (4) que definen
la curva y desarrollando por la fórmula de Taylor:

f lx, y, Z ti) + )' (x2f'x, +	 2f'v, + z2f'z 1 + t2f't 1 ) +
+ ?, 2 f (x2, Y2, z2 , t2 ) = 0(5)

(x, y, z 1 t,) + 2 ( x2 'x, + y2	 'Yi + z2 'z 1 + t2f't) +
+ n 2	 (x2, Y2, z2, t2 ) = 0(6)

Estas ecuaciones pueden ser incompatibles, pueden tener
una raíz común o ser equivalentes. Así pues, una recta pue-
de tener las siguientes posiciones con respecto a una cú-
bica:

- No tener ningún punto común.
- Cortar a la curva en un punto.
- Cortarla en dos puntos reales o imaginarios.
- Ser tangente a la curva.

Si la recta tiene dos puntos comunes con la curva los coe-
ficientes de ? en las ecuaciones (5) y 161 deben ser pro-
porcionales:

O sea:

f (x 1 y, z, t 1 )	 -	 x2f'x + y2f'y, + z2f'z, + t2t't

NI Vi 	 - x2 'X 1 +y2 'y i +z2'z 1+ t2't, =

f (x2 y2 z 2 t2l
-	 l5)y(6l
Hx, y 1 z, t11

Si el punto P, es un punto exterior a la curva, las coorde-
nadas de los puntos P 2 que unidos con P, forman rectas que
tienen dos puntos de intersección con la curva pertenecen a
la intersección de un plano con una superficie de segundo
orden. En efecto, suponiendo que la cúbica viene definida
por las ecuaciones (3) y (4) el plano es el de ecuación:

f ( X i y , Z i t i )	 xf'xi + Yf'Yi + zf'z i + tf't

(x1y,z,ti)

y la superficie reglada de segundo orden es:

f (x, Vi z, t 1 )	 f (xyzt)

(x, Vi z 1 ti)	
=	

(xyzt)

superficie que pasa por la cúbica y por el punto dado y a la
cual es tangente el plano anterior en el punto P,. Este plano
tangente corta a la superficie reglada según las dos genera-
trices que pasan por el punto de contacto P 1 . Estas dos ge-
neratrices que se cortan en P,, pertenecen cada una de ellas
a los dos sistemas de generatrices de (a superficie, siendo
tales estos sistemas que dos generatrices del mismo sistema
se cruzan y que dos generatrices de distinto sistema se
cortan.

Por otra parte, cualquier plano tiene tres puntos comunes
como máximo, con una cúbica, pero al pertenecer estos
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puntos tanto a la cúbica como a la superficie reglada dos de
ellos tienen que estar situados en una de las generatrices de
la superficie de un sistema, la que pasa por P 1 , y el otro pun-
to de la cúbica tiene que estar situado en la generatriz del
otro sistema de la superficie, que pasa también por P 1 , que
también debe cortar a la generatriz común de las superficies
f 	 cp.

Lo anterior se evidencia por el hecho de que no existen
rectas que corten a la cúbica en tres puntos, pues en este
caso el plano determinado por dicha recta y otro punto de la
cúbica, tendría cuatro puntos comunes con la cúbica, lo
que es imposible.

1.° Por todo lo expuesto se deduce que por cualquier
punto exterior a una cúbica alabeada pasa sólo una recta
que tiene dos puntos comunes con la cúbica (bisecante).
Además todas las rectas que tienen dos puntos comunes
con la cúbica se cruzan pues si se cortaran el plano que for-
man estas rectas tendría cuatro puntos comunes con la cú-
bica, lo que es imposible.

2.° Así pues, los dos sistemas de generatrices de una
superficie reglada de segundo orden que pasa por una cúbi-
ca alabeada son tales que las generatrices de uno de los sis-
temas tienen dos puntos comunes con la cúbica, que for-
man una congruencia de rectas, y cada una de ellas es una
cuerda de la cúbica. Mientras que las generatrices del otro
sistema sólo tienen un punto común con la cúbica.

Si representamos la cúbica alabeada sobre un plano por
medio de una proyección central o de una proyección diédri-
ca, resulta que su proyección plana desde un punto exterior
propio o impropio, tiene siempre un punto doble que corres-
ponde a la cuerda de la cúbica que pasa por O.

Esta cuerda puede encontrar a la curva en dos puntos rea-
les en cuyo caso se llama cuerda propia, puede ser tangente
o puede cortar a la curva en puntos imaginarios conjugados
siendo en este caso una cuerda impropia.

Una cúbica en su representación plana tiene, pues, un
punto doble aparente.

3.° Los haces de planos que proyectan los puntos de
una cúbica alabeada desde dos de sus cuerdas son proyecti-
vos entre sí. En efecto, si AB y CD son dos cuerdas de la cú-
bica, el cono cuádrico proyectante de la cúbica desde el
punto A puede ser engendrado por los haces de planos de
aristas AB y AC, que se forman uniendo un punto cualquie-
ra de la curva con AB y CD. De la misma manera el cono
cuádrico proyectante de la cónica desde el punto C puede
engendrarse por los haces de planos obtenidos uniendo un
punto de la cúbica con sus cuerdas CA y CD que son pro-
yectivos, asimismo, entre sí.

Que el cono que tiene por directriz una cúbica alabeada,
siendo su vértice un punto A de esta línea, es cuádrico o de
segundo orden se deduce también del hecho de que cual-
quier plano que pase por A corta a la cúbica en otros dos
puntos y contiene, por tanto, dos generatrices del cono.

Esto demuestra también que una cúbica puede conside-
rarse de infinitos modos como intersección de dos conos
cuáciricos que tienen una generatriz común CA sin ser tan-
gentes a lo largo de ella. Además permite hallar la tangente
en cualquier punto P de la cúbica por la intersección de los
planos tangentes a los conos en las generatrices de ambos
que pasan por P.

Por otro lado, los haces de aristas AB y CD al ser proyec-
tivos con el haz de arista AC, son proyectivos entre sí y en-
gendran un hiperboloide reglado al cruzarse AB y CD, que
pasa por la cúbica y por sus cuerdas AB y CD.

Pues si el haz de planos que pasa por AB es P 1 + )Q, = O,
siendo P 1 =0 0=0, dos planos que pasan por AB y el haz
de planos que pasa por CD es P2 + 2Q2 = 0, siendo
P2 =0 Q2 = O dos planos que pasan por CD.

Si estos dos haces son proyectivos debe verificarse:

a 1 2 1 , 2 +b, ,1+c1?.2+d1=O.

Eliminando ) X 2 entre las tres ecuaciones anteriores,
resulta:

a 1 P 1 P2 - b 1 P 1 - c 1 P2 + dQ1 Q2 = O, que, evidentemente,
es una cuádrica ya que los cuatro planos P 1 P 2 Q 02 son ex-
presiones lineales en x y z y además es reglada por contener
a AB y CD.

Así pues, se puede decir que por una cúbica alabeada y
dos de sus cuerdas AB y CD pasa una sola cuádrica reglada.
Y como por dos puntos exteriores a una cúbica pasan dos
cuerdas que la bisecan, se deduce también que por una cú-
bica y dos puntos exteriores a la misma que no estén en una
misma bisecante de la curva, pasa una sola cuádrica re-
glada.

Asimismo, por una cúbica alabeada y por una de sus
cuerdas pasan infinitas superficies alabeadas de segundo
orden, puesto que el conjunto de esta curva y de la cuerda
es una cuártica.

2. ECUACIONES PARAMETRICAS DE UNA CUBICA

1. Los puntos de intersección de los planos homólogos
de tres haces de pares proyectivos de dos en dos, cuyas
aristas se cruzan, forman una cúbica alabeada.

Pues si las aristas de los tres haces de planos son A 1 , R2,
R 3 y C l , C2, C3 son las cuádricas engendradas por los haces
de planos R, R2 que engendra C 1 ; R 2 R 3 que engendra C 2 y
R 1 A 3 que engendra C3.

Cada dos de estas cuádricas tienen una recta o generatriz
común, así C 1 y C 2 tienen en común R 2 y se cortarán además
en una cúbica alabeada sucediendo lo mismo con las cuádri-
cas Cl C 3 y C 2 C3 que se cortarán también en una cúbica al
tener dos generatrices comunes cada dos de ellas.

Pero las tres cúbicas son una misma curva pues si A es un
punto cualquiera de las cúbicas, lo será también de las otras
dos por pertenecer a los planos R 1 4, R 2A y R3A.

Las tres rectas A 1 , A2 y R 3 son cuerdas bisecantes de la
cúbica.

Esta proposición puede demostrarse también analítica-
mente.

Pues si con las tres aristas de los tres haces de planos for-
mamos un peralelepípedo y tomamos estas tres rectas para-
lelas a los ejes de un triedro OXYZ, sus ecuaciones serán:

rx=a

IZ=
y=b	 ['x=—aR 1	 R2 	 R3

—c	 Lz=c

Los haces de planos que pasan por estas rectas son:

x—a= X1 (y+b)
y—b= '2
z—c= )3(x+a)

Para que estos planos sean proyectivos:

a 1 X 2 +a2	b X3+b2
a3 )2+a4	 A1	 b3 X3+b4

Si entre las cinco ecuaciones anteriores se elimina
2 y X3. se obtiene:

x—a - a 1 (y—b)+a 2 lz+c) - b 1 (z—cl + b2 (x+a)

y+b - a3 y—b)+a 4 (z+c) - b3 (z—c)+b 4 (x +a)

que representan dos cuádricas que contienen a las rectasR 1 , R 2   A3.

Pueden obtenerse las ecuaciones paramétricas de la cur-
va de intersección de estas cuádricas igualando las dos últi-
mas ecuaciones a «te, siendo t un parámetro.
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Con lo que queda un sistema de tres ecuaciones en x y z
que resuelto da:

a i t 3 + a 2t2 + a 3t + a4

d 1 t3 + d 2t2 + d3t + d

b 1 t3 + b 2t2 + b3t + b4

	

y	
d12+d2t2+d3t+d4

—	 c1t3+c2t2+c3t+c4

	

Z 	
d1t3 + d2 t2 + d 3t + d4

que son las ecuaciones paramétricas de una cúbica ala-
beada.

2.° Ecuaciones paramétricas de una cúbica similares a
las anteriores pueden obtenerse igualmente mediante la in-
tersección de dos cuádricas, con una generatriz común. Es-
cogiendo, por ejemplo, las ecuaciones (3) y (4) de dos co-
nos con el eje OZ como generatriz común resulta eliminando
z entre (3) y (4):
b 13a 11 x 3 ± (2a 12b 13 — a 23b 1 ) x 3y + (ab 13 -- 2b 12a 23 )y 3x —

L	 3	 "!I..	 L- a 23t.y +	 1LJ13a24 — u 14a 23 , xy

Las ecuaciones paramétricas de la intersección se obtie-
nen haciendo y = tx, con lo que resulta:

x=
dt3+ d 2t 2 +d3t + d4

2di 3 +d2t +d3 --d4

cit3	 2c2t -'- c3t	 c,1

dt3 + d2 t2 — d 3t + d4

3.° Representación de una cúbica alabeada en perspec-
tiva caballera.

Suponiendo engendrada la cúbica por la intersección de
dos cilindros hiperbólicos con una generatriz común de
ecuación z = O u = 0, (siendo u = O el plano impropio), las
ecuaciones de los cilindros son de la forma:

a23yz + a24yu + axu = O
b 13xz + b, 4xu + bzu = O

Cortando por el plano z = tse obtienen las ecuaciones pa-
ramétricas de la cúbica:

x(t) =-----
a 23t + a24

Y(t) =
a23t +a2-'

z(t)=t

La perspectiva caballera de la cúbica será la intersección
del plano y=O con el cilindro de directriz la cúbica y de ge-
neratrices paralelas a la visual de parámetros directores
2 Ç3 y

Las ecuaciones del cilindro serán:

X—x(t)	 y—y(t)	 Z — z(t)

2

Suponiendo que los datos de la perspctiva sean
= 135° y ).L (coeficiente de reducción) =/2, se obtienen

como parámetros de la visual 2 = = y = 1 y acortando al ci-
lindro por el plano Y = O obtendremos en el plano OXZ la
curva:

x=x(t) — y(t)
z=z(t) — y(t)

Si:
a 23 = 1	 a24=2	 ay. —1

	

b, = —3	 b13=1	 b4=-3

la ecuación de la perspectiva caballera de la cúbica es:

2t2 + 9t

(t-3) (t+2)

± t
Z = --

t=2

cuyas asíntotas son:

— Paralelas a OZ	 z= co x=2
— Paralelas a OX	 x =	 z=12/5
— Generales	 z=x-16/5

y cuyo dibujo se adjunta en la figura.

3. DISEÑO DE CUBICAS POR ORDENADOR

Una cúbica en paramétricas utilizando coordenadas ho-
mogéneas puede representarse por las ecuaciones;

x(t) =a1t3+a2t2+a3t+a4
y(t) = bt3 +b2t2 + b3t+ b4
z(t) = ct 3 + c2t2 + c3t + c4
u(t) = d, t3 

+d2 t2  + d 3t + d4

que corresponden a las coordenadas cartesianas:

x 	 y(t)	 .	 =	 1(t)
X	 u(t)	 ''	 u 	 uit)

La ecuación vectorial de la cúbica es:

(tl = [x(t) y(t) z(t) u (t))

o, escrita en forma matricial:

(t) = It 3 t2 t 1]b 1 c 1 d1
ab2 cd =
a 3 b3 c3 d3La a b4 c4 d4

=1t3 t2 t 11 x C

donde C es la matriz de coeficientes de las coordenadas del
punto P.

La dirección de la tangente en el punto P es: í 5, (t) =
= 13t2 2t 10) xC.

La segunda derivada de P será un vector normal a la direc-
ción de la tangente al ser el vector tangente de módulo uni-
dad y como ha de estar situado en el plano de las dos tan-
gentes consecutivas P'It) y P'It) + X P'ltl, o sea, en el pla-
no osculador de la curva, seguirá la dirección de su normal
principal y su módulo será la inversa del radio de curvatura
de la curva en el punto P considerado, si el parámetro de la
curva coincide con el arco.

= [6t 2 0 01 x C

Supongamos un segmento de cúbica entre dos puntos
dados P y P2 de manera que el parámetro de la curva t sea
cero en P l y t2 en P 2 . Entre P 1 y P2:

O '_El t <t2

Para obtener la ecuación vectorial de la curva entre Pl y P2
es necesario conocer la matriz C de coeficientes para lo cual
pueden utilizarse como datos los puntos P ] y P 2 y las tan-
gentes en estos puntos;

ltI 1	= P	 '(tl1 0 = Pi

Utilizando estas condiciones resulta:

P 1 1 	0	 0	 1 i1
P 2 1 =	 t 32 t22 t201 xC=T2xC
P'i	 0	 0 10
P'2	3t32 2t2 1J 	 0
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de donde:	 E
P2

><	 P'1

L 2

siendo [T2 ] 1 la matriz inversa de T2:

[T2]-1 -
	 1

[ 2t	 —2t2	 t22	 t22 1
1

1 —3t2	
2 3t22	—2t23	-t2 3

1o	 O	 t2	 0

Lt
24	0	 0	 0]

con lo que:

t4

[ 2t2	—2t2	 t22	 t2l

—3t22	3t22	 —2t2 3	 3
2	 X

o	 o	 t24	 o	
P.,	 1

L t24	 o	 o	 oJ	 LP'2J

y se conoce así la ecuación vectorial (t) = (t 3 t2 ti] x C de
la curva.

Para representar la cúbica se utilizan una serie de segmen-
tos adyacentes de forma que exista continuidad en los pun-
tos de unión de segmentos y en los vectores tangentes y se-
gundas derivadas (radios de curvatura) en esos puntos.

Sean de este modo tres puntos de (a cúbica P 1 P 2 P 3 co-
nocidos, siendo también conocidos los vectores tangentes
en P 1 y P3 . Se forman así dos segmentos P 1 P2 y P 2P 3 en (os
que el valor del parámetro varía:

entre P 1 P2	O	 t	 t2
entre P2P3	O	 t í t3

En cada uno de los segmentos P 1 P 2 y PP3:

P I	O	 0	 0	 1

=	 t23	t22	 t2	 1	 xC2=T2xC2

0	 0	 1	 0

3t22 2t2	O	 O

P 2	O	 0	 0	 1

P3	=	 t33	t32	 t3	 1	 x C 3 =T3 x C3

P'2	0	 0	 1	 0

3t3 
2 2t3	O	 O

donde C 2 y C 3 son las matrices de coeficientes en esos seg-
mentos de la curva, que se deducen de ambas ecuaciones si
se conoce el vector tangente en P2.

El vector tangente en este punto intermedio P 2 de los tres
dados, se puede deducir imponiendo la condición de conti-
nuidad en la segunda derivada del vector P 2 en los dos seg-
mentos, lo que equivale a igualar el radio de curvatura de
ambos en P2.

O sea: P2" (t2 ) = P 2" (0)

siendo P 2" (t2 ) = [6t2 2 0 01 x C2
P 2" (o)= [0	 2 0 01 x
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Sustituyendo C 2 y C 3 en estas ecuaciones resulta

[P'211

1

P" 2(t2 ) = 16t2 2 0 0] x T21 

P2
P"2(0) = [O	 2 0 0] x T3	 F'3

P3

Pl
[6t2 2 0 01xT2 1	 =

[PP,l

= [0	 2 0 01xT 3 	 P3

P,3

de donde se obtiene P'2.

16t2 2 0 0]x—'.
2 41

[ 
2t2	—212	t22	 t2 l {P, 1

1—3t22	3t22 —2t2 3 - t2 31 P2

lo	 o	 t24	 o	 P'1

Lt2 
4 O	 0	 0.JLP'2]

= fO 2 0 0]>

2t3 —2t3

—3t32	3t32

o	 o

t34	o

O sea:

r6
1 12 2

[ —6

[

13 4

t32	t32	 P2

—2t33 — t33

t34	o	 '2

o	 o	 '3

6

2	 2t2

6	 —4t3

2t3	t3 2

[p1 1

1
4t21 1	 1 -

>< 1 P'i 1
[P'2J

rp2l

1 P3 1

—2t3 1 	 1

[P'
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de donde:

	

6p l	6132	 2t2p'1	 4t2p'2

t2

	

2	 -	 2	 +	 2	 +	 2	 =t2	t2	 t2

= —6P2	 6p3 - 4p'2t3 - 2p't3
2	 2	 2	 2

	

t 3	t3	 t3	 t3

Simplificando;

t3P' 1 + (2t3 + 2t2) P'2 + t2P'3 =

=	
(P3t2—P2 (t22—t32)—P1t32)

t2t3

que contiene P' 2 en función de datos concidos. Dados aho-
ra n puntos de una cúbica P>P 2 ... P se pueden formar n-2
segmentos P 1 P2P3, P2 P 3 P 4 ..., PP_>P, a los cuales se le
puede aplicar la ecuación obtenida para el vector tangente
de cada punto intermedio del segmento.

Estas n —2 ecuaciones junto con dos condiciones adicio-
nales permiten conocer los n vectores tangentes en cada
punto P 1 P 2 ... P, y, por tanto, las ecuaciones de la cúbica
multisegmentada.

Así pues, la generación de la cúbica puede hacerse a par-
tir de la posición de n puntos junto con el conocimiento de
dos tangentes en sus puntos extremos o intermedios, lo que
puede facilitar de esta forma la descripción de la curva.

Esta representación matemática de la función cúbica es
independiente del sistema de coordenadas escogido y per-
mite representar curvas complicadas. En cuanto al paráme-
tro a elegir t, el más apropiado sería la longitud del arco si se
conociera previamente lo que no es posible. Una alternativa
es elegir la cuerda acumulada.
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