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Consideraciones sobre la dind-
mica de los medios continuos

POR

AUREO FERNANDEZ AVILA

INGENIERO NAVAL

(Conclusion)

VI.—CIRCULACION EN UN CONTORNO CERRADO.

La circulacién o trabajo ficticio de la veloci-
dad a lo largo de un contorno cerrado L vale
por definicién :

el (L) = f W dr
L 2

siendo dr un elemento wvectorial del contorno
de integracion L, Si imaginamos ahora una su-
perficie § limitada por aquel contorno, la ex-
presion anterior podra transformarse como si-
gue en virtud del teorema de Stokes:

ci(L):f rot W , da
5y

La variacion total de la circulacién podra cal-
cularse aplicando la férmula [20]:

d drot W
ol (B) = f [ — rot (W X rot W)].da
dt o ot

de donde [15] y [16]:

d aw
ci (L) = f rot ( ) , da [29]
dt s dit
o bien [6] y [19]:
d v G
L) f rot ( )da‘ [30]
dat s \ P
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Cuando

div 6

P

sea un vector potencial,

div %
—grad ¢ ¥
P
se tendra
ci (L) = const,

Esta condicién, en el caso de que se trate de
movimientos permanentes, conduce al estable-

cimiento de una propiedad interesante. Consi-
deremos una linea de torbellino T, T, (fig. 3).
Esta linea se moverd con el fliido resbalando
a lo largo de las distintas trayectorias C; C,,
C. C; ..., y engendrando una superficie de tor-
bellino que se mantendrid invariable en virtud
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de la supuesta permanencia del movimiento. Se
tendra [6]:

aw
grad ¢ — grad U — ———
dt
¥y como
oW
=0
ot

sera [15] y [16]:

1
grad (¢ — U+ fw=) =W X rotW
2

Por tanto, la cantidad

il
B=¢—U+ —W
2

se mantendra constante a lo largo de las su-
perficies de torbellino, puesto que su gradiente
es normal a aquéllas.

En el caso particular de que ¢l medio sea un
fiiido perfecto, estas propiedades comprenden
dos importantes y conocidas proposiciones. Ob-
servaremos que el tensor sera esférico y que
el radio de la esfera de esfuerzos scrd la pre-
sién p. Se tendra, pues:

(U = ii '+ jj + kk, tensor unidad)
div 6 —= grad p

G —=1pal

La conservacién de la circulacién exige que
sea:

div %€

rot (
]

grad p X grad p =0

grad p
- )': rot —— — 0
p

¢ bien:

Por tanto, las superficies

p — const ¥ p = const

habrin de coincidir para que sus gradientes
puedan ser colineales. A cada valor de p corres-
ponderi uno de p, lo que equivale a decir que
la densidad habra de ser funcién exclusiva de
la presion, Y, en efecto, se tiene entonces:

ap
— grad f
e

graidp

P

Esta es la condicion que tiene que cumplir-
se para que en un flaido perfecto se conserve la
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circulacién, y expresa el teorema de Lagrange.
Cuando se cumple y el movimiento es perma-
nente, la cantidad '

dp 1
Q:-U-{-I‘ + — e
o P i

se conservari constante a lo largo de las su-
perficies de torbellino, lo que constituye una
generalizacion del teorema de Bernouilli.

VII.—ECUACIONES DEL MOVIMIENTO.

La ecuacion del movimiento serd la [6], que
expresa la relacion general que debe existir en-
tre las fuerzas de superficie y volumen para
que el sistema se encuentre en equilibrio. En
virtud de [14] y [27], esta ecuacién podra es-
cribirse como sigue:

2(p W)

pF = H+ .div (G + p WW) [31]

at

a la que hemos de agregar la de continui-
dad [22]. Cuando no existan fuerzag exteriores
y ¢l régimen sea permanente, estas ecuaciones
ge reducen a

div (C+ p WW) =0 v div (p W) =0

que contienen la solucién de un gran namero
de problemas. Como no se ha hecho hipétesis
alguna sobre la forma del tensor %, estas for-
mulas tienen un caricter general y son inde-
pendientes de la naturaleza del medio que se
considere.

Es interesante, a veces, escribir de otra for-
ma la ecuacién general del movimiento. Obser-
vemos que mediante faciles transformaciones
se obtiene: :

0 W) oW
SRR e £ WWY = B s —— T
ot ot
1
+ —pegrai W2 — p W X rot W
-2
y, por tanto,
div ¢ dW 1
F— + —— 4 —grad W*— W X rot W |[33]
P ot 2
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Cuando el medio es incompresible, la ecua-
cién de continuidad se reducirid a

div W=0

que expresa la constancia del volumen de una
porcién cualquiera del medio durante todo el
movimiento. En otros términos: al ser cons-
tante la densidad p, la invariancia d2 la masa
impuesta por la ecuacién de continuidad arras-
tra consigo la del volumen correspondiente. En
este caso, la ecuacion anterior [33] podra es-
cribirse como sigue:

oW 1
+ div (‘€ + —p W* ) — p W X rot W [34]
2

pF=p
ot

que es la ecuacién general del movimiento de
medios incompresibles. Si el movimiento fue-
ra permanente, se tendria en ausencia de fuer-
zas externas (F = 0):

1

div (€ +—p W U)=pW Xrot W [35]
2

que expresa que el vector representado por el
primer miembro es normal a las superficies de
torbellino.

VII.—CASOS PARTICULARES.

Hasta aqui no se ha hecho hipétesis alguna
sobre la expresion del tensor de esfuerzos, y
las ecuaciones obtenidas han sido deducidas
como consecuencia inmediata de la supuesta
continuidad del medio. A continuacion vamos
a efectuar algunas aplicaciones a casos con-
cretos.

a) Fhiidos perfectos,—En este caso, €l ten-
sor de esfuerzos es esférico y el radio de la es-
fera de esfuerzos es una funcién escalar del
tiempo y de la posicion del punto considerado,
que se designa con el nombre de presién. Se
tendra:

T=9p U div G = grad p
La ecuacién del movimiento serd [6]:
p G = grad p [86]
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o bien [13] en coordenadas cartesianas:

cp op
plh = ——— pG,=
cx Jdy Jz

[37]

que son las ecuaciones de Euler.
La ecuacidén [36] puede desarrollarse como
sigue [33]:

1 oW 1
F——gradp + —— 4+ —grad W* — W X rot W
P ot 2
o bien:

oW
grad 8 = W X rot W — —
ot

[38]

Cuando el movimiento sea permanente, esta
ecuacién se reduce a:

grad § = W X rot W [39]

ya considerada anteriormente, y que conduce
al teorema de Bernouilli. La expresion

1 dp
Bi=— Al +—W‘+f—-ﬂ [40]
2 p
representa la cantidad de energia que por uni-
dad de masa de flido existe en cada particula,
y es la suma, indicada en el segundo miembro,
de la energia potencial, la cinética y el trabajo
desarrollado por la presién. Las superficies de
torbllino (8 = const) representan, pues, en este
caso, diferentes niveles energéticos del fluido.
Cuando el valor de g sea constante en toda la
masa fliida, la energia total se distribuye uni-
formemente entre todas las particulas, Esto

ocurrird cuando

W X rot W=20

lo que se verificard en los movimientos poten-
ciales (rot W = (), y también cuando se con-
fundan las lineas de corriente con las de tor-
bellino, en cuyo caso, W y rot W seran colinea-
les v no existirdn las superficies de torbellino
(movimientos de Beltrami).

b) Equilibrio de miedios eldsticos °), — Los
esfuerzos superficiales a que esti sometido el
medio tienen como efecto la produccién de de-
formaciones que, como consecuencia de la hi-
pbtesis de continuidad, estan reguladas por un
cierto tensor simétrico.

La relaciéon entre ambos tensores, de esfuer-
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zos y deformaciones, puede expresarse en for-

ma sencilla cuando se trate de medios homo-
geéneos € isétropos, si la deformacién es sufi-
cientemente pequefia. Se tiene entonces, supo-
niendo neutro el estado inicial:

—div &€ =\ + p) graddivu + g A u [41]

En esta férmula, u representa el corrimien-
to experimentado por un punto cualquiera del
medio para pasar del estado inicial al final, y
A, p, son los coeficientes de Lamé. Estos se re-
lacionan con el médulo de elasticidad de Young

1
E y con el coeficiente de Poisson —— por las

formulag

an 4 2

E =45 —
ANt p

2 p)

m = —

¢) Equilibrio de un fliido viscoso en movi-
miento laminar—En un fliido no existe rela-
cién entre €] tensor de esfuerzos y el de defor-
maciones, y fuerzas muy pequefias pueden pro-
ducir deformaciones grandes si actian duran-
te un tiempo suficientemente largo. Pero la ve-
locidad con que estas deformaciones s¢ produ-
cen, si que depende directamente de la magni-
tud de los esfuerzos a que el medio se encuen-
tra sometido. Hay, pues, lugar a considerar un
tensor de velocidades de deformacion que ha-
bra que relacionar con el de esfuerzos por un
razonamiento paralelo al hecho al tratar de me-

dios elasticos. Procediendo de este modo se

obtiene:
div@=grad g — (A + p) grad div W — g A W [42]

La semejanza de esta féormula con la [41]
es muy aparente. En este caso, el estado ini-
cial no era neutro, sino que existia una pre-
sion, g, que justifica el término adicional del
segundo miembro. Si ahora escribimos el es-
calar J del tensor %, igual a la suma de los
tres esfuerzos principales, tendremos:

=3¢ — @x + 2u) divW

INGENIERIA NAVAL

que permite expresar la ecuacién [42] como
sigue:

1
div g —=—grad (J—pdivW) —pu AW
3

[43]

El concepto de presion no tiene en los fliidos
reales en movimiento una significacién tan cla-
ra como en los fliidos perfectos o en los flGi-
dos en reposo, donde el elipsoide de esfuerzos
se reduce a una esfera cuyo radio mide la pre-
si6n en el punto considerado. Cuando un flhido
viscoso se encuentra en movimiento, la presion
que se ejerce sobre un elemento superficial en
un punto no es, én general, normal al elemen-
to considerado, y varia con su orientacion. Por
ello se hace preciso establecer un criterio con-
vencional, dando para la presion una definicion
que sea independiente del sistema de ejes coor-
denados y que en €l caso de reposo ceoincida
con la ya conocida. La més sencilla consiste en
tomar como presién la media aritmética de las
tres presiones principales, o sea:

p=—1J
3
magnitud escalar que es facil demostrar repre-
senta el esfuerzo normal medio en una esfera
de radio infinitamente pequefio gue rodee al
punto considerado. Con esta refinicion, la ecua-
cién [43] podra escribirse como sigue:

1 e
div%r:gmd(p——#diVW)—upﬁWB} [44]
3

Sin necesidad de ninguna hipotesis suplemen-
taria aparece en esta féormula una sola canti-
dad p dependiente de la naturaleza del fliido,
que recibe el nombre de coeficiente de viscosi-
dad 7.

Reemplazando el valor obtenido para div %
en la ecuacién general [6], se obtiene:

3 &
pG=gradp — — pgrad divw — p A W [45]
3
o también, teniendo en cuenta que:
rot rot W — grad div W — AW
4
[48]

p G—grad p — — p grad div W+ p rot rot W
3
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Cualquiera de estas dos férmulas puede to-
marse como la expresion vectorial de lag céle-
bres ecuaciones de Navier-Stokes que rigen los
movimientos laminares de los fllidos viscosos *.

Si comparamos esta ecuaciéon con la de Eu-
ler [36] que rige el movimiento de los fliidos
perfectos, vemos que la existencia de la visco-
sidad ha introducido dos términog adicionales.
Sin embargo, en aquellas regiones del fiiido en
que puede prescindirse de su compresibilidad
(div W = 0), y en que exista un potencial de
velocidades (rot W = 0), ambos términos se
anularan y el fluido seguira todavia rigiéndose
por la ecuacion de Euler,

NOTAS DIVERSAS

1) Appell: “Traité de Mecanique rationelle”, 1921
tomo ITT.

2) La determinacién de los esfuerzog principales es
muy sencilla. Se demuestra facilmente que para que un
versor t sea transformado en un esfuerzo principal T
es necesario que se conserve paralelo a si mismo en .4
transformacién, Esta circunstancia, consecuencia inme-
diata de la simetria del tensor, permitet escribir T — st,
giendo s la magnitud del esfuerzo principal correspon-
diente, o bien

t.(€—sAU =0

El tensor % — 89l sera, por tanto, plano, y su pla-
no serd un plano principal del elipcoide de esfuerzos,
normal a t. Bastari, pues, para determinar s, expre-
sar que las tregs componenteg vectoriales del referido
tensor

X —s5i , Y—3s5 , Z—5sk
estan en un plano; esto es, que esg nulo el producto tri-
ple escalar

[X —si , ¥ —sj , Z—:k]l=20

Eista ecuaciéon, de tercer grado en s, expresa senci-
llamente que, como consecuencia de ser coplanares los
tres vectores considerados, el volumen del paralelepipe-
do comstruido tomando cada uno de ellos por arista ea
nulo.

Lia ecuaciéon anterior tiene tres raices reales que dan

los valores de los tres esfuerzos principales buscados.

3)  En otrog términos, ge tendra:

T T s N (8 N R BT

4) Cuando se verifica esta condicién ge tiene

div %6 aw
rot (-——) = — rot
P

==}

dt
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¥y la férmula [28] da

4 rot W
(_) — rot W. grad W

dt o

gue conduce a una expresién dada ya por Helmholtz.
En ciertos casos (movimientos planos y de revolu-

cion) se tiene

rot W, grad W — 0

y entonces la cantidad

rot W

debe permanecer constante a lo largo de las lineag de
corriente.

Si ge trata de flhidos viscosos incomprensible en mo-
vimiento laminar, se tiene [44]

div ¢—gradp —p A W

de donde
AW @

rot ——r—=yrArotw —~(11 — —— viscosidad cinemé.tica)
dat 0

¥ la misma formula [28] dard (Lamb: “Hydrodyn”,
1932, pag. 578):

drotW
=rot W grad W + » A rot W
dat

El término adiciongl debido a la viscosidad sigue la
ley de conduccién del calor. De esta analogia aparece
evidente que el movimiento rotacional no puede origi-
narse en el interior de un flliido viscoso, sino que debe
ser difundido desde la superficie limite,

5) Hsta cuestion ha sido tratada por el autor en
log articulos “Superficie isostdticas y sus condiciones
de existencia”, INGENIERIA NAVAL, nov. 1941 y “Condi-
ciones de compatibilidad y equilibrio”, INGENIERIA NA-
VAL, abril 1942

6) K] lensor de esfuerzo vale en este caso

1
G = ('p——,udivw) Al — u grad W — prot (W X ) U
3

7 Este resultado es consecuencia directa de haber
introducido, como mnotacién, la cantidad p, que elimina
a la vez las dos variables ¢ ¥ A, y que hemog conveni-
do en continuar designando con el onmbre de presién.
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Pero afirmar, con Stokes, que eg igual a la del fluido
perfecto g, e independiente, por tanto, de la divergen-
cia del medio, es introducir una hip6tesis suplementa-
ria que puede expresarSe por las relaciones
P—=q 6 J =3¢

Esta condicién, evidente si se trata de un liquido u
otro medio incomprensible (div W — 0), exige en el
caso de gaseg o medios comprensibles que se verifique

3+ =0

que expresa la hipétesis de Stokes.

Lga teoria cinética demuestra que esta relacién se
verifica no s6lo para los gases perfectos, sino también
para log reales, a condicidon de que no se ejerzan entre
sus moléculas fuerzas que dependan de las velocida-
des. (Rocard: “Hydrodynamique”, 1932, pag. 54.)

INGENIERIA NAVAL

La. hipétesis de Stokes, poco interesante en las apli-
caciones, puede también enunciarse como sigue: "Si un
elemento gaseoso, dr, se dilata por igual en todag di-
recciones, el elipsoide de esfuerzos es una esfera de ra-
dio p”.

8) Las eculcionss generaleg de los fliidos viscosos
fueron dadas primeramente por Navier (1827) y Pois-
son (1831), basdndose en ciertas hipotesis sobre la ac-
ci6n de las fuerzas intermoleculares. Bastante mdg tar-
de, St. Venant (1843) y Stokes (1845) llegaron a la
misma ecuacién suponiendo simplemente que las com-
ponentes escalares de los esfuerzos son funciones li-
neales de las velocidades de deformacién,

En general, podemos decir que el efecto de la visco-
sidad es introducir una resistencia al cambic de forma
de un elemento fliido. Esta resistencia no depende de
la amplitud de la deformacion (hipétesis de la ausen-
cia de cohesién), sino de la velocidad con que se efectiie.
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La Marina y la energia nuclear

POR

g R

DANIEL,

T A | B

Extracto del trabajo presentado en el Congreso de primavera del Instituto de
Arquitectos Navales celebrado en Londres del 17 al 19 de marzo de 1948, por
Alvaro Fuster Fabra, Ingeniero Naval.

La forma mas probable en que seran lanzados
los proyectiles atémicos dirigidos a un buque o
a una flotilla serd desde el aire, como proyectil
dirigido desde un avién o gobernado por cabeza
de combate apropiada. El enemigo, ademas de
elegir la forma de lanzamiento y el momento
de llevarlo a cabo, puede graduar fijando el pun-
to donde desea que la bomba haga la explosion:
en el aire, al efectuar contacto, o bajo la super-
ficie del mar, a una profundidad que puede, a
lo que parece, regularse durante la trayectoria
de la bomba, No es probable que se use €l pro-
yectil dirigido de cabecza -atémica contra los bu-
ques, excepto si éstos se encuentran en pasos
estrechos, a menos que uno de los adversarios
disponga de proyectiles en naimero suficiente
para soportar la contingencia de perder varios;
también resulta problematico el lanzamiento de
la bomba como arma de contacto debido a su
gran potencia. Las dos posiciones mas verosi-
miles para que se realice la explosién son en ¢l
aire y bajo el agua. El ataque con armas atémi-
cas mas apropiadas a la marina se considera
mas improbable,

La bomba atémica tipo “Nagasaki” tiene, se-
gun se ha dicho, una potencia equivalente a
20.000 toneladas de T. N. T. Esto significa que
al estallar dicha homba se produce una onda
explosiva equivalente a la de la explosion de
20.000 toneladas de T. N. T. Estas cifras son,
desde luego, aproximadas; por ejemplo, la bom-
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ba se puede considerar como un punto focal de
donde partiera la explosién, mientras qu:
20.000 tongladas de T. N, T. representan una
esfera de 100 pies de diametro, y, evidente-
mente, el régimen y forma de propagarse la
detonacion en el uranio o plutonio difiere mu-
cho de como se realiza en el T. N. T.

La bomba atémica que explota en el aire pro-
duce luz, calor, un desplazamiento violento del
aire que llamaremos de ahora en adelante “re-
bufo” y radioactividad (rayos gama y neutro-
nes). La intensidad luminosa de la radiacion
causara ceguera permanente o temporal a quie-
nes estén expuestos a ella; el personal que se
encuentre en un radio de una milla del lugar
de la explosién y cara a la misma quedaria
probablemente ciego para siempre, mientras que
los que estuvieran mirando hacia otro lado po-
siblemente quedarian ciegos durante mucho
tiempo. El tremendo calor engendrado por la
bomba es de sobra conocido y puede imaginarse
su terrible efecto sobre las personas no prote-
gidas. Ademaés, esta ola de calor puede causar
la ignicién de pinturas, cabulleria, materias tex-
tiles y demas efectog inflamables expuestos a
ella en los buques, de donde resultarian incen-
dios.

En un espacio libre el “rebufo” se extenderia
avanzando como una onda esférica, pero cuan-
do la bomba hace explosién cerca de una su-
perficie, la parte inferior se modifica y se pro-







































































































































