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Consideraciones sobre la diná-
mica de los medios continuos

POR

ÁUREO FERNÁNDEZ AVILA
INGENIERO NAVAL

(Conclusión)

VI.—CIRcuLAcóN EN UN CONTORNO CERRADO.	 Cuando

La circulación o trabajo ficticio de la veloci-
dad a lo largo de un contorno cerrado L vale
por definición

	

ci(L,)	 f W.

siendo dr un elemento vectorial del contorno
de integración L. Si imaginamos ahora una su-
perficie 5 limitada por aquel contorno, la ex-
presión anterior podrá transformarse como si-
gue e-ii virtud del teorema de Stokes:

ci (1,)	 / rot W da
Js

La variación total de la circulación podrá cal-
cularse aplicando la fórmula [20]:

fs[
c)rotW

-ei(L)	 --rot(WXrotW)I.da
dt 	 ¿'t	 J

de donde [15] y [16]:

jdW
ci (L)	 rot(	 ) da	 [29]

dt	 s

o bien [6] y [19]:

fs	
¡vMv

ci (L) = - 	 rot (
	

[30]
d 	 p	 ¡

426

div

p

sea un vector potencial,

div
= grad

p

se tendrá

ci (L) = cont,

Esta condición en el caso de que se trate de
movimientos permanentes, conduce al estable-

FIg, 3

cimiento de una propiedad interesante. Consi-
deremos una línea de torbellino Ti Ti (fig. 3).
Esta línea se moverá con el flúido resbalando
a lo largo de las distintas trayectorias C C1,

C2 C2 ..., y engendrando una superficie de tor-
bellino que se mantendrá invariable en virtud
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de la supuesta permanencia del movimiento. Se
tendrá [6]:

4W
grad 0 = grad ti -

Lt

y como

= o
ct

será [15] y [16]:

/	 1

gTad	 U ± W 1 W >< rot M/

1	 2	 1

Por tanto, la cantidad

1

U + --

2

se mantendrá constante a lo largo de las su-
perficies de torbellino, puesto que su gradiente
es normal a aquéllas.

En el caso particular de que el medio sea un
flúido perfecto, estas propiedades comprenden
dos importantes y conocidas proposiciones. Ob-
servaremos que el tensor será esférico y que
el radio de la esfera de esfuerzos será la pre-
sión p. Se tendrá, pues:

= p ll	 ( = 11,+ JJ '+ kk, tensor unidad)

div 5 = grad p

La conservación de la circulación exige que
sea:

/ div	 grad p
rot	 -- - - J = rot	 O

p	 1	 p

o bien:

grad p >< grad p = O

Por tanto, las superficies

p	 const	 y p = cofl$t

habrán de coincidir para que sus gradientes
puedan ser colineales. A cada valor de p corres-
ponderá uno da p, lo que equivale a decir que
la densidad habrá de ser función exclusiva de
la presión, Y, en efecto, se tiene entonces:

graip

f
<k>

= grad
p

Esta es la condición que tiene que cumplir-
se para que en un flúido perfecto se conserve la
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circulación, y expresa el teorema de Lagrange.
Cuando se cumple y el movimiento es perma-
nente, la cantidad

cLp	 1

./	 p	 2

se conservará constante a lo largo de las su-
perficies de torbellino, lo que constituye una
generalización del teorema de Bernouilli.

VII.—EcuAcIoNEs DEL MOVIMIENTO.

La ecuación del movimiento será la [6], que
expresa la relación general que debe existir en-
tre las fuerzas de superficie y volumen para
que el sistema se encuentre en equilibrio. En
virtud de [14] y [ 27], esta ecuación podrá es-
cribirse como sigue:

c)(p Vi')
pF	 +.div( +pWW)	 [31]

c)t

a la que hemos de agregar la de continui-
dad [22]. Cuando no existan fuerzas exteriores
y el régimen sea permanente, estas ecuaciones
se reducen a

(% + p WW) = O y div (p W) O

que contienen la solución de un gran número
de problemas. Como no se ha hecho hipótesis
alguna sobre la forma del tensor 66, estas fór-
mulas tienen un carácter general y son inde-
pendientes de la naturaleza del medio que se
considere.

Es interesante, a veces, escribir de otra for-
ma la ecuación general del movimiento. Obser-
vemos que mediante fáciles transformaciones
se obtiene:

(í \V)	
r)W

-----1 aj(; +p\V%V):di	 -r-p------ +
ct

1.

+ - p gra	 - p W >( rot W
2

y, por tanto,

	

div	 ¿%V	 1
F=-------- +	 + —grad W--W>< rotW [33]

	

p	 )t	 2
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Cuando el medio es incompresible, la ecua- o bien [131 en coordenadas cartesianas:
ción de continuidad se reducirá a

op
0 1 =	 p = --	 a, =	 [371

divWO

que expresa la constancia del volumen de una
porción cualquiera del medio durante todo el
movimiento. En otros términos: al ser cons-
tante la densidad p, la invariancia d la masa
impuesta por la ecuación de continuidad arras-
tra consigo la del volumen correspondiente. En
este caso, la ecuación anterior [33] podrá es-
cribirse como sigue:

1
pF=p— + div(? + —p W - i) —p W )< rotW [34]

2

que es la Ecuación general del movimiento de
medios incompresibles. Si el movimiento fue-
ra permanente, se tendría en ausencia de fuer-
zas externas (F = O):

d ivC+ —W/ ) =pW X rotW	 [351
2

que expresa que el vector representado por el
primer miembro es normal a las superficies de
torbellino.

VII.—CASOS PARTICULARES.

Hasta aquí no se ha hecho hipótesis alguna
sobre la expresión del tensor de esfuerzos, y
las ecuaciones obtenidas han sido deducidas
como consecuencia inmediata de la supuesta
continuidad del medio. A continuación vamos
a efectuar algunas aplicaciones a casos con-
cretos.

a) Flúidos perfectos.—En este caso, el ten-
sor de esfuerzos es esférico y el radio de la es-
fera de esfuerzos es una función escalar del
tiempo y de la posición del punto considerado,
que se designa con el nombre de presión. Se
tendrá:

p 17 div'=gradp

La ecuación del movimiento será [6]:

p O	 graci p	 [36]

que son las ecuaciones de Euler.
La ecuación [36] puede desarrollarse como

sigue [33]:

1	 )%'	 1
F=—gradp H------+ --graW'----W )< rotW

2
o bien:

c)W
grad/3=WXrotW—--------	 [381

Ot

Cuando el movimiento sea permanente, esta
ecuación se reduce a:

graci 8 = W ,< rot W	 [39]

ya considerada anteriormente, y que conduce
al teorema de Bernouilli. La expresión

:1	 r	 (tV
/3 = - •i + -	 1 - -•	 [ 40]

2	 .)	 u

representa la cantidad de energía que por uni-
dad de masa de flúido existe en cada partícula,
y es la suma, indicada en el segundo miembro,
de la energía potencial, la cinética y el trabajo
desarrollado por la presión. Las superficies de
torbllino (J = coiist) representan, pues, en este
caso, diferentes niveles energéticos del flúido.
Cuando el valor de p Sea constante en toda la
masa flúida, la energía total se distribuye uni-
formemente entre todas las partículas . Esto
ocurrirá cuando

W )< rot W O

lo que se verificará en los movimientos poten-
ciales (rot W = O), y también cuando se con-
fundan las líneas de corriente con las de tor-
bellino, en cuyo caso, W y rot W serán colinea-
les y no existirán las superficies de torbellino
(movimientos de Beltrami).

b) Equilibrio de medios elásticos 5».-Los

esfuerzos superficiales a que está sometido el
medio tienen como efecto la producción de de-
formaciones que, como consecuencia de la hi-
pótesis de continuidad, están reguladas por un
cierto tensor simétrico.

La relación entre ambos tensores, de esfuer-
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zos y deformaciones, puede expresarse en for-
ma sencilla cuando se trate de medios homo-
géneos e isótropos, si la deformación es sufi-
cientemente pequeña. Se tiene entonces, supo-
niendo neutro el estado inicial;

- div	 (X + j ) grad div u + u A u	 [41]

En esta fórmula, u representa el corrimien-
to experimentado por un punto cualquiera del
medio para pasar del estado inicial al final, y

, son los coeficientes de Lamé. Estos se re-
lacionan con el módulo de elasticidad de Young

1
E y con el coeficiente de Poisson	 por las

m
fórmulas

3 + 2

2 (X+ ji)

que permite expresar la ecuación [42] como
sigue:

1
div i	 —grad (J - ji div W) - ji A W [43]

3

El concepto de presión no tiene en los flúidos
reales en movimiento una significación tan cla-
ra como en los flúidos perfectos o en los flúi-
dos en reposo, donde el elipsoide de esfuerzos
se reduce a • una esfera cuyo radio mide la pre-
sión en el punto considerado. Cuando un flúido
viscoso se encuentra en movimiento, la presión
que se ejerce sobre un elemento superficial en
un punto no es, en general, normal al elemen-
to considerado, y varía con su orientación. Por
ello se hace preciso establecer un criterio con-
vencional, dando para la presión una definición
que sea independiente del sistema de ejes coor-
denados y que en el caso de reposo coincida
con la ya conocida. La más sencilla consiste en
tomar como presión la media aritmética de las
tres presiones principales, o sea:

1
p = - J

3
e) Equilibrio cíe un flúido viscoso øn movi-

miento íamwcr.—En un flúido no existe rela-
ción entre el tensor de esfuerzos y el de defor-
maciones, y fuerzas muy pequeñas pueden pro-
ducir deformaciones grandes si actúan duran-
te un tiempo suficientemente largo. Pero la ve-
locidad con que, estas deformaciones se produ-
cen, si que depende directamente de la magni-
tud de los esfuerzos a que el medio se encuen-
tra sometido. Hay, pues, lugar a considerar un
tensor de velocidades de deformación que ha-
brá que relacionar con el de esfuerzos por un
razonamiento paralelo al hecho al tratar de me-
dios elásticos. Procediendo de este modo se
obtiene:

div Z, = grad q - (X -1- ji) grad div W -	 tr [42]

La semejanza de esta fórmula con. la  [41]
es muy aparente. En este caso, el estado ini-
cial no era neutro, sino que existía una pre-
sión, q, que justifica el término adicional del
segundo miembro. Si ahora escribimos el es-
calar ¡ del tensor 66, igual a la suma de los
tres esfuerzos principales, tendremos:

J = aq - (3X + 2ji) cliv W

magnitud escalar que es fácil demostrar repre-
senta el esfuerzo normal medio en una esfera
de radio infinitamente pequeño que rodee al
punto considerado. Con esta refinición, la ecua-
ción [43] podrá escribirse como sigue:

:i
div	 .grad p----jidivWj —jiW " [441

3

Sin necesidad de ninguna hipótesis suplemen-
taria aparece en esta fórmula una sola canti-
dad c dependiente de la naturaleza del flúido,
que recibe el nombre de coeficiente de viscosi-
dad .

Reemplazando el valor obtenido para div
en la ecuación general [6], se obtiene:

1
[45]

3

o también, teniendo en cuenta que:

rot rotWgrad divW -

4
p  = grad p - - ji grad div W + ji rot rotW [46]

3
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Cualquiera de estas dos fórmulas puede to-
marse como la expresión vectorial de las céle-
bres ecuaciones de Navier-Stokes que rigen los
movimientos laminares Gle los flúidos viscosos 8)•

Si comparamos esta ecuación con la de Eu-
ler [36] que rige el movimiento de los flúidos
perfectos, vemos que la existencia de la visco-
sidad ha introducido dos términos adicionales.
Sin embargo, en aquellas regiones del flúido en
que puede prescindirse de su compresibilidad
(div W = O), y en que exista un potencial de
velocidades (rot W = O), ambos términos se
anularán y el flúido seguirá todavía rigiéndose
por la ecuación de Euler.

y la fórmula [28] da

djrotW
p	 = rot W. grad W

dt	 \	 p

que conduce a una expresión dada ya por Helmholtz.
En ciertos casos (movimientos planos y de revolu-

ción) -se tiene

rot W grad W = O

y entonces la cantidad

rotW

p

NOTAS DIVERSAS	 debe permanecer constante a lo largo de las lineas de
corriente.

1) Appell: "Traité de Mecanique rationelle", 1921 	 Si se trata de flúidos viscosos incomprensible en mo-

tomo HL	 vimiento laminar, se tiene [44]

2) La determinación de los esfuerzos principales es
muy sencilla. Se demuestra fácilmente que para que un
versor t sea transformado en un esfuerzo principal T
es necesario que se conserve paralelo a sí mismo en a
transformación. Esta circunstancia, consecuencia inme-
diata de la simetría del tensor, permiitet escribir T = st,
siendo s la magnitud del esfuerzo principal correspon-
diente, o bien

t . ( — sQl)	 O

El tensor IZ - sQl será, por tanto, plano, y su pla-
no será un plano principal del elipsoide de esfuerzos,
normal a t. Bastará, pues, para determinar a, expre-
sar que las tres componentes vectoriales del referido
tensor

X — si ,	 Z — sk

están en un plano; esto es, que es nulo el -producto tri-
ple escalar

[X —i	 Y — sj ,

Esta ecuación, de tercer grado en a, expresa senci-
llamente que, como consecuencia de ser coplaiaares los
tres vectores considerados, el volumen del paralelepípe-
do construido tomando cada uno de ellos por arista es
nulo.

La -ecuación anterior tiene tres raíces reales que dan
los valores de los tres esfuerzos principales buscados.

3) En otros términos, se tendrá:

i • Y=j.X	 l.Zk.X	 j.Z=k.Y

4) Cuando se verifica esta condición se tiene

/div
rot	 J=—rot

p	 /	 dt

-div	 grad p -	 W

de donde

	

dW	 /	 i
rot - y ¿ rot W —j = ----, viscosidad cinemática

	

dt	 p

y la misma fórmula [28] dará (Laxnb: "Hydrodyn".
1932, pág. 578):

d rot W
=rotW . grad%V + p á rotW

di

El término adicional debido a -la viscosidad sigue la
ley de conducción del calor. De esta analogía aparece
evidente que el movimiento rotacional no puede origi-
narse en el interior de un flúido viscoso, sino que debe
ser difundido desde la superficie limite.

5) Esta cuestión ha sido tratada por el autor en
los artículos "Superficie isostáticas y sus condiciones
de -existencia", INGENIES.IA NAVAL, nov. 1941, y "Condi-
ciones de compatibilidad y equilibrio", INGENIERíA NA-

VAL, abril 1942.

6) El tensor de esfuerzo vale en este caso

	

/	 1

"
(p_divW)1--pgradW—rot(WX)Qt

3

7) Este resultado es consecuencia directa de haber
introducido, como notación, la cantidad p, que elimina
a la vez las dos variables q y X, y que hemos conveni-
do en continuar designando con el onmbre de presión.

iJ
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Pero afirmar, con Stokes, que e2 igual a la del fluido
perfecto q, e independiente, por tanto, de la divergen-
cia del medio, es introducir una hipótesis suplemerita-
ria que puede expresarse por las relaciones

p = q 6 J=3q

Esta condición, evidente si se trata de un liquido u
otro medio incomprensible (div W = O), exige en el
caso de gases o medios comprensibles que se verifique

3X + 2,s = O

que expresa la hipótesis de Stokes.
La teoría cinética demuestra que esta relación se

verifica no sólo para los gases perfectos, sino también
para los reales, a condición de que no se ejerzan entre
sus moléculas fuerzas que dependan de las velocid&-
des, (Rocard: "Hydrodynnmique", 1932, pág. 54)

La hipótesis de Stokes, poco interesante en las apli-
caciones, puede también enunciarse como sigue: "Si un
elemento gaseoso, Jr, se dilata por igual en todas di-
recciones, el elipsoide de esfuerzos es una esfera de ra-
dio p".

8) Las ecuaciones generales de los flúidos viscosos
fueron dadas primeramente por Navier (1827) y Pois-
son (1831), basándose en ciertas hipótesis sobre la ac-
ción de las fuerzas intermoleculares. Bastante más tar-
de, St. Venant (1843) y Stokes (1845) llegaron a la
misma ecuación suponiendo simplemente que las com-
ponentes escalares de los esfuerzos son funciones li-
neales de las velocidades de deformación.

En general, podemos decir que el efecto de la visco-
sidad es introducir tina resistencia al cambio de forma
de un elemento flúido. Esta resistencia no depende de
la amplitud de la deformación (hipótesis de la ausen-
cia de cohesión), sino de la velocidad con que se efectúe.
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La Marina y la energíJ#a nuclear
po

R. J. DANIEL, R. C .. N. C.

Extracto del trabajo presentado en el Congreso de primavera del Instituto de
Arquitectos Navales celebrado en Londres del 17 al 19 de marzo de 1948, por

Alvaro Fuster Fabra, Ingeniero Naval.

La forma más probable En que serán lanzados
los proyectiles atómicos dirigidos a un buque o
a una flotilla será desde el aire, corno proyectil
dirigido desde un avión o gobernado por cabeza
de combate apropiada. El enemigo, además de
elegir la forma de lanzamiento y el momento
de llevarlo a cabo, puede graduar fijando el pun-
to donde desea que la bomba haga la explosión:
en el aire, al efectuar contacto, o bajo la super-
ficie del mar, a una profundidad que puede, a
lo que parece, reg-ularse durante la trayectoria
de la bomba. No es probable que se use el pro-
yectil dirigido de cabeza atómica contra los bu-
ques, excepto si éstos se encuentran en pasos
estrechos, a menos que uno de los adversarios
disponga de proyectiles €fl número suficiente
para soportar la contingencia de perder varios;
también resulta problemático el lanzamiento de
la bomba como arma de . contacto debido a su
gran potencia. Las dos posicicnes más verosí-
miles para que se realice la explosión son en el
aire y bajo el agua. El ataque con armas atómi-
cas más apropiadas a la marina se considera
más improbable.

La bomba atómica tipo "Nagasaki" tiene, se-
gún se ha dicho, una potencia equivalente a
20.000 toneladas de T. N. '17.Esto significa que
al estallar dicha bomba se produce una onda
explosiva equivalente a la de la explosión de
20.000 toneladas de T. N. T. Estas cifras son,
desde luego, aproximadas; por ejemplo, la bom -

ba se puede considerar como un punto focal de
donde partiera la explosión, mientras que
20.000 toneladas de T. N. T. representan una
esfera de 100 pies de diámetro, y, evidente-
mente, el régimen y forma de propagarse la
detonación en el uranio o plutonio difiere mu-
cho eje coma se realiza en. el T. N. T.

La bomba atómica que explota en el aire pro-
duce luz, calor, un desplazamiento violento del
aire que llamaremos de ahora en adelante "re-
bufo" y radioactividad (rayos gama y neutro-
nes). La intensidad luminosa de la radiación
causará ceguera permanente o temporal a quie-
nes estén expuestos a ella; el personal que se
encuentre en un radio de una milla del lugar
de la explosión y cara a la misma quedaría
probablemente ciego para siempre, mientras que
los que cstuvicran mirando hacia otro lado po-
siblemente quedarían ciegos durante mucho
tiempo. El tremendo calor engendrado por la
bomba es de sobra conocido y puede imaginarse
su terrible efecto sobre las personas no prote-
gidas. Además, esta ola de calor puede causar
la ignición de pinturas, cabullería, materias tex-
tiles y demás efectos inflamables expuestos a
ella en los buques, de donde resultarían incen-
dios.

En un espacio libre el "rebufo" se extendería
avanzando como una onda esférica, pero cuan-
do la bomba hace explosión cerca de una su-
perficie, la parte inferior se modifica y se pro-
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duce una formación Mach bien definida que se
extiende sobre aquélla a la velocidad del sonido
en casi su totalidad. La magnitud de este "re-
bufo" es enorme; su orden puede juzgarse muy
aproximadamente registrando los resultados de
la presión y la duración que correspondan a una
sencilla carga de 1.000 libras y cuál correspon-
derá a una ele 40.000.000 si aquélla da una pie-
Sión lateral más menos de 10 libras por pulgada
cuadrada con una duración. de impulso positivo
de casi un segundo a 1.000 yardas. Resulta evi-
dente que unas fuerzas de tal magnitud han de
causar la muerte a las personas expuestas a la
misma, daños como heridas graves en los pul-
mones y lesiones ocasionadas por el lanzamien-
to violento contra la estructura del buque (o por
encima de la borda) y perforación del tímpano,
así como averías serias en la misma Estructura
y equipo del buque. La fig. 1 da el "barrido"
producido por la explosión de una. bomba ató-
mica en Bikini. La onda expansiva puede ob-
servarse en las márgenes de dicha fotografía.

La luz, el calor y el "rebufo" son efectos que
se producen al estallar cualquier explosivo; pero
además, en el caso que nos ocupa, y al libe-
rarse la enorme cantidad de energía con la me-
nor cantidad posible de materia, la disgregación

Fig. 1. - 'Barrido" de Ja bomba atómica de expisión cii
el aire.

produce una radiación intensa en forma de ra-
yos gama y neutrones y una masa de productos
radioactivos procedentes de aquella desintegra-
ción. Los productos de ésta se encuentran ini-
cialmente en la bola de fuego y se elevan con

ella, dando lugar a la conocida nube en forma
de seta. La altura de ésta depende de las con-
diciones meteorológicas existentes, pero la nube-
se moverá según la dirección del viento (éste
puede ser de distinto sentido a diferentes aitu-

Fl, 2. - Nube de vapor iimediatamente después de la
explosión submarina.

ras) y depositará productos radioactivos de la
desintegración durante su recorrido.

La importancia de los daños y los fenóme-
nos generales procedentes de la explosión sub-
marina de una bomba atómica varían enorme-
mente según el calado de agua y la profundidad
a que ocurra la explosión. Es probable que si
ésta se provoca a varios centenares de pies y
en mucho calado de agua, los fenómenos resul-
tantes de formación de burbujas serían seme-
jantes a los de una carga explosiva corriente
que se expansionara a un diámetro máximo al
producir la primera explosión submarina, se
contrajera luego hasta un d:terminado mínimo
para dar un segundo impulso de presión posi-
tivo, volver a expansionarse, y así sucesivamen-
te; todo ello mientras se iba elevando, hasta
dar salida finalmente a los productos de la dís•
gregación y al vapor de agua en forma de pena-
cho al llegar a la superficie. Cuando se provoca
la explosión a menor profundidad, táctica más
lógica en el ataque contra un buque o una flota
en la mar, la burbuja reventaría antes de al-
canzar su primer máximo y produciría un pe-
nacho de proporciones majestuosas, semejante
a la que siguió al disparo "Baker" en Bikini,
reproducido en las flgs. 2 a 4 (la columna de
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