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TEORIA DE LA ELASTICIDAD

Puntos singulares en los estados planos de esfuerzos

POR

AUREO FERNANDEZ AVILA

INGENIERO NAVAL

(Continuacion.)
11.—CENTRO DE RADIACION.

Este caso corresponde, como ya hemos dicho,
an = — 2y aun valor real del coeficiente a,
que puede, por tanto, ser incluido en la fun-
cion ¢ (x,y). La distribuciéon de esfuerzos ven-
dra regida por la ley

¢ (x, y)
= .

Q—2T,i— [37]

Las isostaticas estaran formadas por radios
vectores y circunferencias concéntricas (figs. 2
y 21). La férmula [29] nos dara

B+ Ci
— - const,

— F(z) — Alz — — [38]

2

El valor de S, sera la parte real de esta ex-
presion; esto es [29'],

Bz + Cy
8, =—Alp+——-—+ K
p2

[39]

siendo K una constante. Por otra parte, recor-
daremos que
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1

¢ @ y) =——A4p"+ Bx'+Cy+ D [40]
2

de donde

kN @ y) D
S,:—A(lp+~——)+————
2+

— s 4L

o*

Dada la simetria que presentan las isostaticas
alrededor del centro de radiacitén, es convenien-
te expresar la ecuacién fundamental [37] en
coordenadas polares (59-S). Si r es un versor
dirigido segtin un radio vector que forme el an-
gulo 4 con la parte positiva del eje polar (i), se
tendra

r=—icos ¢ + jsen 6.

Si designamos por N,, Ng y T 4, las compo-
nentes escalares de los esfuerzos relativos a dos
caras respectivamente normal y tangencial a
versor r, y hacemos

Q,.ﬁ: N, — Ne

sera

z!
Qg —2T b= Quel0r o\ =(Q 284 —
2

[

[42]
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Esta férmula es general; aplicandola al caso
que estamos considerando, se obtiene [27]

INGENIERIA NAVAL

Entre estas componentes se verifican las in-
teresantes relaciones

C,Nr Qrﬂ
¢ (@, 9) it e . )
N e 4 =Ng [47] =— (4711
Q9 rg p2 [43] 7p e »
d (N, p)
de donde =p 8, [48]
dp
¢ (@ y) Las li i aticas estaran definidas
e = y Tre -0 [44] as 1nea§ ; 1socroma
v por la ecuacién
%
CLSSx
A 50
, NS :
’ ‘00
Y
FlG. 21
Las componentes N, y Ny valdran Q.9 = const.
o
¢ (@, v) 2 (Bxz + Cy)
2N, =8 =—Adlp+ ——— # (@, )
o o ————— — const. [49]
P!
D A
+—+—+K [45] -
o 2 y seran, pues, circunferencias. Si B =0 y
. C = 0, estas circunferencias tendran por centro
¢ @, y) D A - el origen; si D = O, pasaran por el origen y se-
2Ng=8— s R P —?+K ran tangentes a la recta Bx + Cy = O; por tan-
3 i (6] to, sus centros estaran situados en una perpen-
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dicular a esta recta trazada por el origen, esto
es, en la recta Cx — By = O.

Del estudio de este caso se deriva la solu-
ciéon de un gran namero de problemas de inte-
resante valor técnico, que no haremos mas que
esbozar. Debemos observar ante todo, que po-
demos aislar del plano un area cualquiera limi-
tada por isostaticas, sin alterar el equilibrio
elastico de esta region, a condicion de introdu-
cir en los bordes unas fuerzas normales ade-
cuadas que representen el efecto de la region
suprimida sobre la subsistente. Asi podemos se-
parar el area ABCD (fig. 21), sin que se modi-
fique su estado de tensiones, mediante la adi-
cién de los esfuerzos N,, N g aplicados a sus
bordes (fig. 22), y cuyos valores vienen dados

Fie. 22

por las férmulas generales [45] y [46]. Varian-
do la forma de la seccién recortada y la funcién
¢ (2, y) se pueden analizar diferentes casos par-
ticulares, entre los que seleccionamos los si-
guientes:

a) Flexion pura de piezas curvas (fig. 22) .—

Si los valores de N, y Nﬂ, que determinan el es-
tado de esfuerzos en cada punto, dependen ex-
clusivamente de la distancia al centro, la dis-
tribucién presenta un aspecto simétrico respec-
to al origen, y se verifica B = 0y C = 0.

.Si, ademas, elegimos los coeficientes constan-
tes de suerte que para r; = OB y 7. = OA se
verifique

138

Niamero 105

la f6rmula [47] nos dara

Ty
.‘ngdp:[)

n

que prueba que la suma grafica de las fuerzas
que habri que aplicar a los extremos de la pie-
za para mantener el equilibrio elastico es nula,
y que el efecto de éstos equivale al de un par
cuyo momento valdra

r s &
1 N,
M= ] Nypdp=— N,-pdp:; 5 pPdp
[
7 ry ry [50]

en virtud de [48].

Si M es conocido, lag condiciones que tendran
que cumplir los tres coeficientes A, D y K seran
las siguientes:

A A\
— Alry + K+ —=0
Fy 2
D A
— Alr; + [51]

+ K+ —=0
Ve 2
T

=8 M
r

[Ap’+4Dlp]

Para resolver este sistema de ecuaciones es
comodo introducir los nuevos coeficientes

Ar? D T A
a = d = N — (K + —-)
i 8 M 8 M 2
1
con lo cual resulta, haciendo =
T2
d . ;
—alr,+ —+p=0
uw
—alr,+d+p=0 [52]

i

£
+4dlp] =
n
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Eliminando p entre las dos primeras ecua-
ciones, se llega a las dos siguientes:

aplpy+d@E-—1)=0

a(@W—1) +4 +4dlg=—=1

Los coeficientes ¢ y d son asi funciones ex-
clusivas de u. Haciendo

n=2plp?— (@ —1)
que es la determinante del sistema, tendremos:

=3
a = — 4=
L L]

wip

— (53]

La componente N, puede ponerse bajo la
forma

p 1 1
o
5 I '’

2N, =— Al

Introduciendo la variable ¢t = tendremos

4M
N, = —

[_(p’— 1)t — (@ —1) u:] [54]

77y

que se anula evidentemente parat = py ¢t = 1,
estoes, parap = r, yp = ..

Anilogamente, el valor de Ny puede expresar-
se como sigue:

" 1 1
e e Alr— Ol &
P L [

)_.4

de donde se deduce facilmente

INGENIERIA NAVAL

4 M
Ng=—

[o-’-—l) B—1) +1ad + t’)] [55]

7y

Las férmulas [54] y [55] dan la distribu-
cion exacta de los esfuerzos siempre que en los
extremos el momento M esté producido por
fuerzas que sigan la ley dada por [55]. Cuan-
do esto no ocurra, y el momento M sea debido
a fuerzas que actiien en los extremos de la pie-
za siguiendo una ley diferente, las formulas an-
teriores no representaran ya la solucién exacta
del problema; sin embargo, sus resultados po-
dran considerarse como exactos para las sec-
ciones situadas a una cierta distancia de los ex-
tremos en virtud del principio de Saint Venant.

El esfuerzo tangencial maximo @, = @,
valdra
aM
Q= — [0 —1—2874] [56]
77y

Para los valores extremos p = 1,y p = 73, 0
sea t = 1 y t = p, se obtendran los valores
maximos de Ny

aM M
g, 0 —1—2151= q
v LR T (p—1)2
: [57]
4M - M
v = [#—1—2p1p] = e
(@ —1)*

siendo ¢’ y q” dos funciones de p.

El valor de N, se anula parat = 1yt =
y tendri un méaximo para un valor intermedio
de ¢, para el cual se anulara @, en virtud
de [477]. :

Es interesante comparar estos resultados con
los que se obtienen en la teoria elemental de la
flexién de piezas rectas; en éstas se supone
N, = 0, y resulta

6 M
N Omax — N g (r, S R)"

lo que supone
ql — q" — 6
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Los coeficientes ¢’ y ¢”, considerados como
funciones de p, gozan de una interesante pro-
piedad, que se resume en la relacién funcional

[58]

Para el valor limite . = 1 se tiene

1) =—q"(1) =6

En la teoria de la flexion de piezas curvas se
introduce una correccién de curvatura, que su-
pone una distribucién hiperbélica de los esfuer-
zos. Si p, es el radio de la fibra neutra, el es-
fuerzo Ny en una seccién que diste y de dicha
fibra vale

Ng =-

M i & Yy
(st
po 2 m  pt+y

siendo Q el 4rea de la seccién transversal de la
pieza y m un coeficiente cuyo valor es

—m Q= - — d 2

pet+y’

Aplicando esta féormula al caso que estamos
considerando de una seccién rectangular de es-
pesor unidad, se tiene

1 1

Po=—(r, + 13) ylmzi;(n——m Q=nr—n
L et 1

m=— lpu—1 con m(#):m(—)
2 p—1 I

2M 1 r—r Mg,
N = 1+=— ):
Ome rE—py ( 2m 71,671, (ri—mn)?
de donde
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2(p—1) 1 p—1
9= [1-1— ]
¥ o 2m u
2(u—1) 1
qgh= [1— (#—1)]
u+1 2m

siendo de observar que como anteriormente

¥ que

¢, (1) =—q", 1) =6

Los valores numéricos asi obtenidos para ¢,
¥ q", son practicamente idénticos a los de ¢’ y
q"”, lo que demuestra que la aproximacién ob-

m a
9
8
7
6= TE0RM gigmgnras ="
5
11 .---
1T £
4 H
1 > 3 >7, 5
P =(9") (%)

9' 9 DISTRIBUCION HIPERBGLICA
9’ 9" DISTRIBUCION EXACTA

Flé 23

tenida es completamente satisfactoria. En la
préactica se suelen usar aproximaciones mas sen-
cillas de la ley hiperbodlica, que conducen a las
conocidas formulas de Bach, Timoshenko, ete.

La figura 23 muestra la ley de variacién de
los coeficientes ¢’ ¥y ¢” en funcién de p. La cur-
va q@” va decreciendo cuando p aumenta, aproxi-
mandose a la asintota ¢ = 4. La curva ¢’ crece
indefinidamente, admitiendo para pequefios va-
lores de ¢ = u — 1 €l desarrollo
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: 1 L tancia al centro del punto considerado. Se ten-
. 6( e atlagt g LA ) dra, pues, como en el caso anterior, B = 0y
- ¢ = 0, y las féormulas [45] y [46] daran
¢ bien
7 : D A
g=4+2p——@—1"+ ... PN 8- P RaRriamne 4K
10 o 2
’ & D A
El valor de g” sera : 2Ng=—A4lp————+K
p 2
2 7
= e 2o Sl Sespes o e R ;
g & " 10 2 i Brik Para que estos valores sean finitos por gran-

‘
Fi6. 24

En la figura se ve, ademés, que las curvas ¢’ de que sea p, habremos de elegir A = 0, resul-
v q” y las ¢, y ¢”, se confunden practicamente. tando simplemente

b) Tubo grueso sometido a presién interior : D
y exterior.—El siguiente caso que vamos a con- s s e
siderar es el de que la seccién recortada afecte ; [59]
la forma de una corona circular (fig. 24). 2 Ng = — + K

Por razén de simetria, el estado de esfuerzos
a lo largo de una circunferencia isostatica sera oo
el mismo y dependera exclusivamente de la dis- Para determinar las constantes D y K bas-
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tard expresar que en las circunferencias limi-
tes p = 7, y p = 7. se tiene, respectivamente,

designando por p. y p: las presiones uniformes
que soporta el tubo exterior e interiormente.
Se tendra asi

D D
+E=—2p, ¥y —+E=—2p,
.‘-‘8 ,r'l
de donde

2@ — Pg) 'y Pty — Do 1t

D= — E=2_

re—r re—rg

que reemplazados en [59] nos dan los siguien-
tes valores de N, y Ny:

@i—p,) ' 1 DTt —DPery

N, = —
et —r P =
[601
Di—p) it 1 Dy 1 — Do 11’
1\?’9 = —
ri— T4 Pz o T
Es de observar que la suma
D T!’ —D. e
S,:N,+N9=2-—H——— [61]

re—r

permanece constante en todo el espesor del tubo.
Por tanto, los esfuerzos desarrollado daran lu-
gar a una extensién o contraceién uniforme en
el sentido del eje del tubo y las secciones rec-
tas del tubo se conservaran constantemente
planas y perpendiculares al citado eje. Esto au-
toriza a considerar el estado de esfuerzos en el
plano de una de estas secciones como hemos
hecho. :

Los valores de N, y Ny pueden también es-
cribirse como sigue:
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Nimero 105
P 7 )’ p. 1 ' '
1‘1’ <M, 7'1. P: f:‘ o8] .‘.’! p’
[621
o7y e’ Do 1 :
O e el
.,.'s et 1'.’ P' ,,.13 e .r‘: P’

que muestran que el esfuerzo N, es siempre de
compresién. En cuanto a N, serd una traccién
0 una compresion, segiin que predomine el pri-
mero o el segundo de sus términos.

Los valores extremos de estos esfuerzos co-
rresponderdn a p = 1,y p = T.. Para p = ny
tendremos :

2p, 7 it
N‘o — s
e — e —1t
o
i
Ng = (@« — D.) Coroth ¢ ] [63]
e —ry

Si designamos por e = 1, — 73 €l espesor del
1

tubo, y por R = — (r; + 7.) su radio medio,
2

e
tendremos haciendo —— = &,
2R
, R
N'g =20 — P)— @ + &) — p [64]
e
y analogamente para p = 73,
R
N'g=@ —p) — A +¢) —p  [64]
e i

Si p. = p: = p, seri en cualquier punto N, =
=N;=pyel material estara sometido en to-
dos sentidos a una compresion uniforme p.
Cuando el tubo esté sometido tinicamente a la
acciéon de una presiéon interna serd p. = 0, y
cuando la presion exista exclusivamente en el
exterior, p; = 0. En estos casos se tiene, res-
pectivamente:
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R g iz >
1¢5p, —0) N”g — (1 + &) (traccién).
e
p. B
2° (p,=10) N"g = — a4 9 —p
e
(compresién).

En los tubos delgados, en que la relacién
€

g = es suficientemente pequeiia, se podra

2R
despreciar su cuadrado, %, y se obtendran las
féormulas conocidas de cilindros sometidos a
presion.

" ¢) Sector circular sometido en su vértice a
la accién de una carga concentrada (fig. 25).—
Si en la figura 21 separamos del plano la por-

Fl16. 25

cion limitada por dos radios vectores cualesquie-
ra, podremos estudiar el equilibrio elastico de
un sector circular, sometido a diferentes condi-
ciones de carga, que dependeran fundamental-
mente de la eleccién que se haga para la fun-
cién ¢ (¢, ¥). En cualquier caso las isostaticas
estaran formadas por radios vectores y arcos
de circulo, mientras la distribucién conserve el
caricter regular que se ha supuesto en todo este
trabajo.

El caso de mas aplicacion es aquel en que se
satisfacen las dos condiciones siguientes:
~ 1% El medio se encuentra en el infinito en
estado neutro; esto es, que tanto N, como N 0

INGENIERIA NAVAL

tienden hacia cero para p — . Esto exige que
sea [45] y [46]

A=0 E=0

2.* Se verifica en cualquier punto que

Por tanto, no existen mas que esfuerzos ra-
diales que son transmitidos desde el vértice, de
isostatica en isostatica, a través del cuerpo.
Para satisfacer esta condicion basta que se ten-
8a [46]

D=0

En otros términos, la linea ¢ (x,y) = 0 ha
de pasar por el origen.
Los valores de N, y Ny seran, pues,

Bx + Cy Bcosd -+ Csené

N, = o

o [

y Nyg=0 [65]

Un elemento de isostatica circular soportara,
pues, un esfuerzo radial, cuyo valor

N,ds:N,p:;e:(Bcosa+csen0)da

es independiente del radio, consecuencia inme-
diata de la hipétesis hecha Ny = 0.

Por tanto, la resultante de los esfuerzos a lo
largo de una isostatica 4’ B’, sera la misma que
la correspondiente a otra isostitica A” B”, e
igual en el limite, para p = 0, a la fuerza F que
habra que introducir en el vértice 0 para pro-
vocar el estado elastico considerado. .

Si designamos por F. y F, las componentes
de esta fuerza seglin los ejes coordenados, se
tendra :

k]
Oy 3 Qg
F‘,:—fN,pcosﬂdO ¥y F,::—-fN,psenﬂds
al . ul-

siendo «, ¥ a, los valores de ¢ que limitan el sec-
tor. Si designamos por g el dngulo qué la recta
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¢ (2, y) = Bx + Oy = 0_
forma con el eje de las X, resultara

B—asenp C—=—acosf

siendo a una constante, y de aqui [65]

a
N, = —— gen (8 — 8) y
P

] 1 1 %
F,—=—a| —cos(B—26¢6) +-—asenB]
4 2
fZI 4
[661

1 1 %2
F,—a|—sen (8~ 28) —f——&cosB]
4 2
(/4

Las lineas isocromaticas tendran por ecuacién
N, = const.

0 bien

Cysen (8 — B) =p

siendo C, una constante; estas lineas son cir-
cunferenciag de diametro C,, tangentes en el
origen a la recta ¢ (x, y) = ‘

Si elegimos el eje de las ¥ coincidiendo con el
de simetria del sector, y si la amplitud de éste
es 2 a, se tendra

v las f(')nnu-}as-[(':sﬁ] se simplifican, reduciéndo-
-se a las siguientes:

1 @
F,Zf—asenﬁ(am—ﬁsenza
2

1 [67]

F,i’acosﬁ(u + —sen2a
: 2

- En la figura 25 se ha representado el caso

Nﬂmero ,105

més sencillo correspondiente a 8 = 0 Lag an-

teriores férmulas dan

3o 4 0=
K. =0 y F:F,:a(a+—sen2a)
. 3 ; 2

que nos determinan el valor de la constante a,

F
(_],:
1 &
aF sen2a
por tanto, de N
Fsené
N, =— [68]
T
p(ia-%— —sen2a)
2

Su maximo valor correspondlente al eje de
simetria OY es

El menor valor de N, tiene lugar en los bor-
des del sector; para obtenerlo bastarid hacer

™

6 = + a 6 sen § = cos q, con lo que re-
2
sulta
Fcosa
N, — — == -
1
p(a+——sen2a)
2

" En la figura 25 estan representadas de pun-
tog las lineas isocromaticas.
Otro caso interesante (fig. 26) corresponde al

™

va.lor B = ——, o sea cuando la linea caracte-































































































































































