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Equilibrado de motores 
combustión de alta velocidad

Por JUAN MANUEL TAMAYO, Ingeniero Naval.

El equilibrado de esta clase de motores se ha
limitado en la Marina a los motores auxiliares
o de embarcaciones menores, aplicándose con
más profusión en automóviles y aviones. Pero,
actualmente, las lanchas torpederas hacen ne-
cesario volver sobre el estudio de este recurso
del proyectista para reducir o eliminar las. vi-
braciones, principalmente debidas al movimien-
to alternativo de ciertos órganos del motor para
los que el equilibrado es menos completo que
para los de movimiento rotatorio; contándose,
además, que el motor va montado en una es-
tructura de suyo vibrátil y senible cual la de
las referidas lanchas rápidas. Sabido es que el
equilibrado puede intentarse adoptando dispo-
siciones durante la construcción, tales que las
fuerzas desarrolladas al funcionar el motor se
equilibren unas a otras; o introduciendo en el
sistema unas masas que al moverse originen
fuerzas que contrarresten las nacidas del mo-
tor propio; o, en fin, añadiendo masas girato-
rias, con las que sólo se obtiene un parcial equi-
librado. El objetivo es, en resumen, conseguir
que no existan fuerzas o pares resultantes que
deben ser compensados, reduciendo también la
magnitud de aquéllos, pues así se reducirán las
vibraciones a que dan origen. Cuanto más li-
geras sean las piezas en movimiento, menores
serán las fuerzas de inercia desarrolladas y me-
nores las vibraciones si hubiese algún órgano
desequilibrado.

Aun a • trueque de ser prolijos, recordaremos
la génesis de las fuerzas y pares centrífugos
desarrollados durante el funcionamiento del'
motor.

Si un cuerpo de masa 1W se mueve, y su
c. de g. recorre una trayectoria cualquiera, se

encontrará sometido a una fuerza centrífuga
F Mwr, fórmula en la que r es el radio de
curvatura instantáneo de aquella trayectoria y
w la velocidad angular (Se supone de un ra-
dian por segundo, o sea la unidad).

Partiendo de este caso general, si imagina-
mos cualquier número de partículas de masas
MI, rn2, m1... girando alrededor de un centro co-
mún a los radios r1, r2, r3 ... y cada una movién-
dose con una velocidad angular w como suje-
tas a un mismo disco rotatorio, el eje de rota-
ción de este disco estará sometido a tracciones
de magifitud m1w2r1, ni2w2r2, en las
direcciones respectivas de los radiosr, r, r.
La tracción resultante sobre el eje estará re-
presentada por la resultante de las tracciones
componentes, esto es, por el vector suma de
w2 (m7 , 1 + m.22 ± mr + -..).

Esta resultante obtenida del diagrama de
fuerzas, representará., pues, la única fuerza cen-
trífuga equivalente a las fuerzas componentes,
y el equilibrado se conseguirá con otra fuerza
igual y contraria.

De igual modo si tenemos un eje de longitud
a y a sus extremos fijamos en sentidos opues-
tos dos brazos de igual longitud r, con dos ma-
sas 1W iguales en sus extremos, la fuerza cen-
trífuga en cada brazo, al girar el eje, será
M.w2.r, y este eje estará sometido a un par de
momento M.w2.r.a tendiendo a girar alrededor
de un eje perpendicular a la dirección de rota-
ción.

Consideremos ahpra el caso general de un
motor con diversas masas giratorias en planos
no co-planales o sea distintos, y vamos a hallar
las magnitudes de dos masas, que equilibren
aquéllas, situadas en dos planos transversales.
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• Método gráfico.—Supongamos que OZ (figu-
ra 1) es el eje de cigüeñales, y A, B, los planos

transversales donde van a actuar las dos ma-
sas incógnitas. Conocemos la masa in, el ra-
dio r, la dirección angular de cada una de las
masas giratorias dadas y también las distan-
cias o; a que están situadas, de modo que pueda
definirse la posición de cualquiera de ellas por
mira.

Cada una de las fuerzas centrífugas desarro-
lladas en el sistema y de valor mr (velocidad
angular unidad), puede reemplazarse por una
fuerza mr en él plano A y un par centrífugo
de momento mro perpendicular a la dirección
de la fuerza en el plano A. La dirección del eje
de este par está indicada en la figura con tra-
zos adicionales. Todas las fuerzas centrífugas
pueden igualmente ser sustituidas por otras
equivalentes en 'el plano A y por pares.

Determinemos primero la resultante de tó-

fuerzas y el lado que 19 cierra da la magnitid
LR0 y la dirección aA de la resultante en el
plano A. Una fuerza MR, igual o contraria
aA 

±180 0 ) , da la magnitud y dirección de la que
equilibra, luego se conoce la posición del peso
de equilibrio en el plano A.

Este método gráfico equivale a resolver las
ecuaciones vectoriales,

(a)

--	 (uB 90) =0

(5) m 1 r1 f- fl1 T.,• t M0 R,,,A - MR 5 =

Método analítico.—Se refieren, como anterior-
riente, fuerzas y pares al piano A y se elijen
dos ejes rectangulares OX, OY. Como el resul-
tado de cualquier número de fuerzas en una di-
rección dada equivale al de la resultante en la
misma dirección, estableceremos las relaciones
siguientes:

MRXen (a ± 90) = Em 1 r x, sen (a1 ±90) -

± M 2 r2 x•, sen (a,	 90) -4-

MRX cos (a5 -4- 90) E m, r, x 1 cos (a, + 90) +

+ m0r2 xcos (a2 90 )

de las que se deducen MR y a8.
Para la resultante de las fuerzas en el plano A,

M. R. sen ¿ZA = MR sen a5 E-ni, r1 sen a 1 + ni1
m R x	 sen a +

dos los pares referidos al plano A. Para ello,
tracemos el polígono de pares, cuyos lados, lle-
vados en el orden debido, son proporcionales
a las magnitudes de dichos pares y en la misma
dirección que los ejes de éstos. El lado .que cie-
rra el polígono da la magnitud MRX y la di-
rección a  del par resultante.

Como X es un dato, conoceremos MR, pu-
diendo elegirse a conveniencia M o R con tal
que el producto sea constante, y también cono-
ceremos la dirección angular del peso o masa
1W de equilibrio a + 180°. Con esto tenemos la
posición de esta última y su valor en el plano B.

La resultante de todas las fuerzas centrífu-
gas (incluída MR), referida al plano A, se ob-
tiene de un modo análogo con el polígono de

M R, eoSaA MR cos aB + Em 1 r, cos a, + m0r.,

cos a2 4-

de las que obtendríamos M 0R0 y aA y con ellas
una completa solución analítica.

Pasemos ahora a los órganos con movimien-
to rectilíneo alternativo, cual es el émbolo. Si
se considera éste con una biela de longitud in-
finita, no ha lugar sino a una sola acción ar-
mónica, pues sólo se tienen en cuenta fuerzas
y pares primarios, despreciando los efectos de
la biela; pero al considerar la oblicuidad de
ésta surgen las armónicas secundarias, y de
órdenes superiores, porque las fuerzas de iner-
cia de los extremos de la biela son desiguales.
1. Pero antes de entrar en el estudio de los nio-
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vimientos de las piezas alternativas, objetare-
mos a ciertas opiniones segin las que la varia-
ción de presión en el cilindro da lugar a reac-
ciones que se transmiten al cárter, columnas y
placas de asiento, o sea a los apoyos, ocasio-
nando vibraciones. Si la presión total en el ém-
bolo es P y las piezas con movimiento alterna-
tivo careciesen de masa, así que no se requiere
fuerza alguna aceleratriz, la fuerza P a través
de la biela transmite una fuerza de igual magni-
tud a los cojinetes que tiende a desplazarlos en
la dirección del movimiento. La presión P den-
tro del cilindro, también da origen a un empuje
en la cabeza de éste en dirección.opuesta al mo-
vimiento del émbolo, y que se transmite a tra-
vés de la masa del cilindro a sus apoyos, opo-
niéndose a la fuerza que por la biela actuaba
sobre los cojinetes.

De aquí se deduce que la presión dentro del

mitad acercándolo, con el resultado de la vi-
bración del motor en sus apoyos al unísono con
el movimiento del émbolo, pero en opuesta di-
rección.

Volvamos al caso de las piezas de movimien-
to alternativo y supongamos un motor de un
solo cilindro en el que buscaremos soluciones
analíticas y gráficas, que seián luego aplicadas
a diferentes tipos de motores.

Sea OC (fig. 2) el brazb del cigüeñal de lon-
gitud r, la biela PC de longitud 1 y QQ los
puntos muertos de la carrera del émbolo. La

r

relación	 = nt, y x el camino recorrido
7

por el émbolo en cualquier instante.
Ahora bien:

r=PQQM + ATQ—OP=r9en9 + 1 co,—)

pero

cilindro no produce vibración alguna del mo-
tor sobre su base. Hay sólo una pequeña os-
cilación del motor y sus apoyos, por tanto, del
eje de cigüeñales, debida a la variación del par
motor, asunto éste de difícil solución, por lo que
la uniformidad de este par es sumamente ne-
cesario, lo que evita sincronismos perjudiciales.

Pero como los órganos de que tratamos tie-
nen masa y existen fuerzas que aceleran y re-
tardan el movimiento, éstas son precisamente
las presiones sobre el émbolo. En la primera
mitad de su carrera, el émbolo se acelera y en
la segunda se retarda; luego en el primer perío-
do, la presión sobre el pistón transmitida al ci-
güeñal, estará disminuida en una cantidad igual
a la necesaria para acelerados, mientras que en
el segundo tiempo estará aumentada por la ce-
dida para su retardo. Sin embargo, como el em-
puje en la cabeza del cilindro será siempre de-
bido a la presión dentro de él sólo durante la
primera mitad de la carrera, habrá una fuerza
de desequilibrio, tendiendo a desplazar el mo-
to' hacia afuera del cigüeñal, y en ]a segunda.

1	 1

/	 2	 8

1	 1

cos, O + - sn cos, +	 .-= r . sen O	 - ni

15	 2

1	 1	 .	 5
coSO -	 ni' COS' O + ----- ,n cus' 6 - -	 •1n

8	 15	 128

ros' 8 ±

Por otra parte sabemos que

t (n —1)
2-1 ro," 0	 on.9--Coe(n.	 2)8+-

1.2
cos(n.	 4) 0 +

() Esta fórmula solamente es rigurosa para cuatro po-
,ic1ones medias de la biela, una en cada cuadrante. En
ellas se verifica, teniendo en cuenta la figura 2

: OM + MQ - 01' OM + MP ± a - P1 - 018 =
rsen 8+ 1cos p_ i siempre que O18=AR

la part1cularidad de estos casos no disminuye la eficacia
de las fórmulas que a continuación se. detallan,

294



Octubre . 1941
	

INGENIERZA NAVA[

y dando en esta expresión general valores a n,

1
eos o =--------- ¡cos 20 -- 1)

2

1
eos 4 —	 (cos4o +4cS2O + 3)

8

1
CO€ o = ---- (cos6 o + 6 cos4 O + 15 COS 2 0 + 10)

De aquí que los desplazamientos del émbolo
puedan expresarse por series de Fourier, sus-
tituyendo en la ecuación del movimiento los tér-
minos con potencias de cosenos por 1os de co-
senos de ángulos múltipIes

El sistema más conveniente es plantear la
ecuación así:

x = r sen o - (k + k3 cos 2 0 + k4 cos 4 0 +

co 6 o + .)

y entonces los valores de las constantes se ob-
tienen por los términos de potencias de cosenos,

1	 3	 5	 175
—---ni)+ ------- m +--------- wil

4	 64	 256	 (121)'

1	 1	 15	 35
k.	 n, -4-	 in -4--	 n	 -4--	 -

4	 16	 512	 2048

1	 3	 35
k4 -	 -------.-- »c -4--	 m 4- -------- fl'

64	 256	 642

1	 25
=	 ---- rn. + --

512	 2048

5

1282

La tabla siguiente da una idea de los valo-
res de estas constantes, para ciertos casos que
ocurran en la práctica.

TABLA DE CONSTANTES DE FOURIER

Cigüeñal	 1	 1	 1

Biela	 4	 41/2 5

	

- - ----------------0,0632	 0,0561	 0,0504

	

..0,0635	 0,0563	 0,0505
k. ... . ....... ......... 0,000261	 0,000177	 0,000140
k- - ------------------. 0,000002051 0,000001121 0,0000065
k. ........... ... ...... .0,00000000	 -

Como se ve, el análisis de los desplazamien-
tos del émbolo da resultados bastante segu

-ros si se toman sólo cinco términos, pues las
armónicas de orden superior desaparecen des-
pués del cuarto término.

Luego podemos expresar x como

s=r 1 k ±sen0 +Asen(20------I ±k4

2!

sen ¿ 4 8 - --
) 

+
2

en la que sólo se manifiestan las armónicás pa-

res, y ello es debido a que los desplazamientos
del émbolo son los mismos para posiciones si-
métricas del cigüeñal (fig. 3). En donde apa-
recen las armónicas impares es en los motores

Fig.3

o

O	 Una Revolución

de tipo desaxé, porque a posiciones simétricas
del cigüeñal no corresponden los mismos des-
plazamientos del émbolo.

De la anterior expresión se deduce que estos
desplazamientos son debidos a las componentes
sobre la línea del movimiento de

a) Un desplazamiento constante rk0.
b) Un cigüeñal ficticio de radio r, girando

a la velocidad del real.
c) Un cigüeñal ficticio de radio rk.2 a velo-

cidad doble y retardo de fase en 901.
d) Un cigüeñal ficticio de radio rk4 a veloci-

dad cuádruple y retardo de fase en 900.

El desplazamien total x puede obtenerse me-
diante una serie de curvas sinusoidales de am-
plitud y período diferentes (fig. 4).

5.
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La aceleración del émbolo nos la dará la di-
ferencial segunda de x con respecto al tiempo.

ct'x
=	 sei (O + er) ± 4 k2 sen 2 6 ± -

2

/	 2	 2
-4- 16 k sen 4 0 +	 1± 36 k en ¡ 6 o + ---	 -.

Las armónicas adquieren más importancia,
como indican los coeficientes 4, 16, 36... y esto

\ \?
2	 1

\	 —T---_	 -	 ,' ñ

Un Revolución

hay que tenerlo muy en cuenta en los proble-
mas de equilibrado, ya qie las fuerzas de iner-
cia son proporcionales a la aceleración.

TABLA DE AMPLITUDES DE LA ACELERACIÓN

-

ñg.5
b) Un cigüeñal ficticio de radio 4 w2rk2 a ve-

locidad doble y fuera de fase en
2

e) Un cigüeñal ficticio de radio 16w2rk4 a
velocidad cuádruple y fuera de fase

en
2

d) Un cigüeñal ficticio de radio 36 w2r1c a
velocidad séxtuple y fuera de fase

en

Biela	 1

Cigüeñal

4 k------------------- 0,234 	 0,225	 0,202
16 k .................. .0,0041	 0,0028	 0,0021
36 k .................. . 0,000074	 0,000040	 0,000023

Los resultados de la anterior investigación
pueden aplicarse para obtener los efectos de la
aceleración del émbolo cuando se tiene en cuen-
ta la oblicuidad de la biela.

La aceleración parece obedecer al desplaza-
miento de

a) Un cigüeñal ficticio de radio wr a la ve-
locidad del real y fuera de fase en .
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1

Esto puede representarse gráficamente por un
vector 01 (fig. 5) proporcional en magnitud a w2r

Y 1801 en avance del cigüeñal real y vectores
02, 04, .06, etc., proporcionales a 4 w°rk,

16 w2rk4, 36 w2rk6 ... respectivamente y girando
a velocidades dos, cuatro, seis,, etc, veces la del
real.

Para cualquier posición 0 del cigüeñal, los
vectores primero, segundo, etc., formarán án-
gulos respectivos, 9, 2 9, 4 0... (fig. 6), y la ace-

O ri

Fig.7

leración resultante puede hallarse gráficamente
por el desplazamiento ON. (fig. 7) debido a los
distintos desplazamientos, o sea, sumando alge-
braicamente las respectivas ordenadas o pro-
yecciones sobre la línea base.

Aplicaciones.—La aceleración en el caso de
un motor monocilíndrico es

-1.

	

/	 2.

18 k 1 sen 1 4 0 ± - + 36 kG sen 66+—
2	 2

en la que M es la masa de las piezas con mo-
vimiento alternativo.

biela
Si la relación	 es n, tendre-

cigüeñal
rnos por sustitución,

	

1	 1	 1
= _____________	 -	 = -__________

	

4n	 64n'	 512n

y

1
F = Mwr ye11 (O + -)	 4.	 sen 2 0

4n	 2

1	 j
+ 16 . --- sen 4 8 + --- ± 36

6470	 2 1	 512n5

en (6 0 + --) ±
2J

La primera armónica puede representarse por
M

	una masa	 en el cigüeñal de radio r girando
4n

con velocidad 2w para una fuerza aceleratriz
M	 Mw2r

-	 (2w) °r =	 . Para la segunda ar-
4n'

M
mónica tenemos una masa -- etc., y así

64n3
las demás.

(Continuará.)
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Traducido y comentado por CARLOS PREYSLER MORENO, Ingeniero Naval

De los datos contenidos en la tabla 3, relati-
va al modelo número 3.127, que aparece más
atrás, y que se refieren a los ensayos de auto-
propulsión con dicho modelo, se han seleccio-
nado los correspondientes a las corridas 3 y 24;
y de ellos, en este ejemplo, sólo utilizaremos los

relativos a la corrida 24, reservando los corres-
pondientes a la corrida 3 para emplearlos en el
Apéndice IV.

Con dichos datos de las corridas 3 y 24 se ha
formado la tabla 4, que ponemos a continua-
ción.

TABLA 4

Datos observados y netos de ensayos de autopropulión.

1	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	 12	 13	 14	 16

i slPn l i:	 TRAB!.JO	 REVOLUCIONES

V.eloci. •--	 ---- ______------

-
Número dad del	 1 Con los

dala	 modelo	 Con los	 1005 Con los	 Lec Medias Coloca- Leido en
en nudos	 Neto 	 con loslos	 núcleos Nero	 fl11-18 1 do en el del Pel	 Di

y	 prOpUl-	 7	 sor	 propul-	 w	 del dina- "r delsores	 su so-	 cores
	

lamente sores so-	 mómetro dinamó-
lamente	 l	 lamente	 metro

LE	 1
Br L Er	 E	 136 ( E,.

3	 1,742 ) 0,05 - 1,14	 2,14	 - 678 —6,39 ) - 814	 Br	 127,5 129,3	 0,60	 - 0,07 0,67
Br	 B. Br Br 139 B

! ± 1 ,05	 —829 i-7,38 (-968.-75131,1

Br 1	 Br	 E,.	 Br \ 1746	 E,.

5,06 3 12,5	 - 1,96 27,66	 ±878 - 6,177— 868	 Br	 140,7 140,3	 4,40 +0,64 5,04
Br	 B,	 8r	 Br	 1722	 B,

13,2	 1-707 _ 7257_1015 3468 139,8

(1) (Vdacisc nuestros números 71, 72, 73, 74 y 75.
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