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Notas sobre el cálculo de anillos elásticos
sometidos a una presión normal y uniforme

Comunicación leída en el 2.° Congreso de Ingeniería Naval el día 9 de Junio de 1933

por Rafael de León Ingeniero Naval

S
e presentan estos casos al Ingeniero Naval
al abordar el proyecto del casco de un

submarino.
Como es bien sabido (en España, gracias a

los trabajos de divulgación e investigación vea-
lizados por nuestros compañeros D. Carlos
Preysler y D. Aureo Fernández Avila) el casco
resistente de los submarinos, se calcula hoy
mediante las fórmulas de Sanden, Foeppl y Mi-
ses, que resuelven los dos problemas de fatiga
y estabilidad.

Desgraciadamente, su aplicación exige que
la fibra media del anillo sea circular y en la
práctica no pueden utilizarse en la totalidad del
proyecto del casco resistente.

Las secciones correspondientes a escotillas
de torpedos, salidas de ejes porta-hélices, tan-
ques auxiliares, etc. no son circulares, y en es-
pera de nuevas investigaciones y descubrimien-
tos, se ve obligado el proyectista, a seguir
aplicando los antiguos métodos de Marbec,
Hovgaard o Bruhn, a anillos formados por la
cuaderna con parte del forro corno zapata.

Estos métodos no son exactos y no pueden
proporcionarnos más que resultados de valor
comparativo que nos impiden todo juicio sobre
la obesidad o raquitismo de unos u otros es-
cantillones.

Sin embargo en este caso, corno en tantos
otros, puede darse por contento el proyectista
con tener algun procedimiento que le permita
pensar en la prueba de máxima inmersión sin
grandes preocupaciones.

Al aplicar cualquiera de los citados métodos
(que en el fondo son todos iguales) se aceptan
forzosamente numerosas hipótesis y es el ob-
jeto del presente trabajo, el estudio de la in-
fluencia de tres de ellas: curvatura, esfuerzo

longitudinal (1) y aplicación de las presiones
a sensible distancia de la fibra media. (Lugar
de los c. de g. de las secciones rectas).

A.—Influencia de la curvatura

Si se consultan simultáneamente varios tra-
tados de ('Resistencia de Materiales o se revi-
san cálculos precedentes de distintos centros
de proyectos, se ve enseguida que bajo una
aparente hetereogeneidad de ideas y soluciones,
andan por el Inundo dos juegos de fórmulas
distintas, que son naturalmente la expresión de
los mismos hechos bajo puntos de vista dite-
re n te s.

Estos dos juegos de fórmulas pueden estu-
diarse en los ti-atados de Bach (2) y Timoshen-
ko, (3) pero para responder y llenar uno de los
fines primordiales de nuestros Congresos, da
utilidad», voy a deducirlas simultáneamente
poniendo a la vez bien patente su parentesco
para flO dejar lugar, a ninguna duda al operar
con cualquiera de ellas.

Empecemos por estudiar las deformaciones
y tensiones que pueden producirse en un ele-
mento de viga curva.

De acuerdo con la experiencia admitimos la
hipótesis de Bernoulli, segun la cual las sec-
ciones rectas se conservan planas e invaria-
bles.

Sea ABCD un elemento de viga curva, p el
radio de curvatura de la fibra media, O el cen-
tro de curvatura de la fibra media, d s = p d p

el elemento de fibra media comprendido entre
las dos secciones rectas, (fig. 1).

(1)En el caso de cuadernas de submarinos este esfuerzo recibe el
nombre de esfuerzo tangencial.

(2) Elasticidad y resistencia de materiales. Bach.
(3) Elasticidad aplicada. Timoshenko.

558



DICIEMBRE 1933
	

INQENIERIA NAVAL

Supongamos la sección AB fija y estudie-	
- f d = Emos los siguientes casos:	 -	 dp

1.0 ¡Ja sección recta CD sufre una rotación
de donde

J1

11
F/W.9..4 ji.

A d , alrededor del centro de curvatura de la
fibra media, (punto O), (hg. 2).—La fibra y que
tiene en e] esado neutro una longitud (p + y).

1131111
/6U94 1.

	

Ad 	 P

	

dp	 E

y

P	 Pdp
(1)	 y	 Adp= --- (2)E 2

luego inversamente, si sobre un elemento de vi-
ga curva, carga solamente un esfuerzo longitu-
dinal P (M = o T = o) se produce una rota-
ción A d y alrededor del C. de C. de la f. m. da-
da por la fórmula (2) y una tensión constante e

igual a p

Este es el caso que corresponde en las vi-
gas rectas a la tracción o compresión puras.
(Se considera a P y a positivas si son traccio-
nes).

2. 11 La sección recta CD (fig. 1) sufre una
rotacL5n A d 9 alrededor del eje que pasa por
su C. de G.—(1) (Punto G.), (fig. 3). (Rotacio-
nes y momentos flectores se consideran positi-
vos si aumentan la curvatura).

La fibra y que tiene en el estado neutro una
longitud (p + y) dy sufre un alargamiento to-
taly. A d p al que corresponde un alargamiento
unitario

- y.Ad
ay— 

(+) d

d p, sufre un alargamiento total (p + y) A d p y una tensión
al que corresponde un alargamiento unitario

(p + y)Adr	 A d ? = constanteUy	 p+y)dp	 d 

y una tensión

= E ay	 E = constante

y	 Adr
= E

p ± y dp

La resultante de todas las tensiones valdrá:

rad=fE
J	 p+yd'

en este caso las tensiones son normales y uni-
formes y producen una resultante P que pasará
por, el C. de G. de la sección y tendrá por va-
lor

dp J p +y

(1) En adelante, para simplificar, en vez de decir rotación alrededor
de un eje que pasa por X. o 'se proyecta en X', diremos rotación alre-
dedor de X.
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(3)
J p +y

resulta

P=fadQr=_ELm

d' donde

Adp	 P

d?	 EQm
11

) 
m. -'5#

fIGURA 4.

3. 0 Sobre la sección recta CD carga un
momento flector M (P = O T = O).—Un mo-
mento, positivo (por ejemplo) M, equivale al par

M M
formado por las fuerzas +	 - --- situadas

como indica la figura 5.
Las deformaciones y tensiones serán la su-

ma de las dos anteriores (casos 1.0 y 2.°).

La fuerza aplicada en G produce una ro-

tación A 1 d p alrededor del punto O y una ten-
sión a, dadas por las fórmulas (1) y (2)

Ma1 = Al d	 (alrededor de O).
pQ 9 . p _ E.

La fuerza - M aplicada en O produce una

INGENIERIA NAVAL
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y haciendo
	 la fórmula (5) y unas tensiones dadas por la

ley hiperbólica (4).

y

	

	 P/L',4 .3

y ___E Ya=—E (4)	 Obsérvese que P y M son de signos contra-
p + yEm m 2 p±y nos; en el caso de la figura 4, P es una compre-

A p	 P d	 sión, M y A d? son positivos.

ELm	
(5)

El momento de todas las tensiones con rela-
ción al eje que pasa por el C. de O. de la sec-
ción vale:

M ^ f a y d 12 = —f ^ p̂̂ ,) y y d 2

Lf_2
m L)J p + y

pero

j_y2 d Q =fiy — p y
p+Y 	±yI

=_ PJ • P :iy d=+ pm

de donde

M = --- çi m = - P pmo

lo que nos dice que la resultante de las tensio -

nes, P, pasa por el C. de C. (punto O) como indi-
ca la figura 3, e inversamente, si sobre un ele-
mento de viga curva cargan, un esfuerzo longi-
tudinal P y un momento flector M = - P p (que
equivalen a la fuerza P aplicada en O) (fig. 4) se
produce una rotación, A d 9, alrededor del eje
que pasa por el C. de O. de la sección, dada por
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p —e

La fórmula (6) puede transformarse de la
siguiente forma:

M- [1 -4-	 y	 =
m(p-1-y)

(8')

1

DICIEMBRE 1933

rotación A, d y alrededor del punto O y una
tensión a dadas por las fórmulas (4) y (5)

M y a2—	
2pm p+ y

	

	 pEm

(alrededor de O)

INGENIERA NAVAL

El centro de rotación será un punto O' si-
tuado entre O y O (fig. 6) definido por:

M dp

e-	
-	 E	 - m

- d?	 fÍLj	 9m±1 '
pEQI	 m )

La tensión resultante será:

M	 M	 ya=a1+;	
p m py (6)

Fórmula de Bach.

La rotación resultante será: ( d p y A, d p
son del mismo signo).

i ÍY(m ± t )+- p -
m(p4- y)	 -

M	 m±1 M y±e
pm ,.	 Yi

\
_	 ep+y
1 

Si el eje de las XX que pasa por G se cam-
bia por el paralelo que pasa por O' se tendrá

u 
1*7
	

NcO

	
4

'es/a $/P.?Ø/P t,'ia, e,ilç. Oy
'/L$; /,q4 6.

Md<p	 Mdp	 y+e=y'

	

Ad=A1d+2dp= pE+pEQm	
luego:

p±y=r+y'

Mdp (i 
+pEQ 	 m^

M	 y'
(7)	

a=	
r+y'	

(9)

(Bach)	 (Timoshenko)
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yla(7)en	 á dp= M dp

	

E Qe	
(9')

(Timoshenko)

4.° Sobre la sección recta CD cargan un
momento flector M y un esfuerzo longitudinal P.

Las deformaciones y tensiones serán la su-
ma de las obtenidas en los casos 1.0 

y 3.1 luego:

	

P M	 M y (10)

Fórmula de Bach

	

M	 y'	 (11)
ç±Y'

Fórmula de Timoshenko

	

Pdp Mdp	 Mdcp	 Pd +
+ EQp EQpm EQ

DICIEMBRE 1933

T
1 ¡ cos

My es el momento estático del área rayada con
relación al eje XX.

Comparación entre las fórmulas de Bach y
Timoshenko.—Las fórmulas (10) y (11) son sen-
cillas de aplicar y retener.

La de Bach exige el cálculo del coeficiente
de forma m y la de Tirnoshenko el de la excen-
tricidad e.

El cálculo exacto de m y e puede verse en
los tratados de Resistencia de Materiales de
dichos autores.

Como este cálculo es siempre penoso, es
del mayor interés encontrar fórmulas aproxi-
madas sencillas que permitan operar con rapi-
dez y suficiente exactitud.

Bach da la siguiente fórmula aproximada
de m:

Md	 d 
e(M+1	

a la que corresponde

	
92	

(13)

El centro de rotación será un punto de la
linea 00.

5.0 Sobre la sección recta CD cargan un

momento flector M, un esfuerzo longitudinal P
y un esfuerzo cortante T.

Admitiremos que el esfuerzo cortante	 no

p,tJq4 7

altera las fórmulas (10) y (11) y que el cálculo
de las tensiones tangenciales t puede hacerse
por las mismas fórmulas de las vigas rectas.
(Figura 7).

el = 1 .p (14)

Vamos a demostrar que existe una fórmula
más sencilla que las (13) y (14) y que da resul-
tados más exactos.

Esta fórmula es

e2 =	 ( 15)

a la que corresponde

m2 = Q. p2_ 1	
(16)

En efecto, desarrollando en serie el valor
de m tenemos.

rnQ=fdQ=j[f_+

±-...jdQ=_--+*_-iF± (17)
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(Llamamos 1 3 , 14 a los momentos de 3 • 0 , 40

orden) y despreciando todos los términos me-
nos el primero resulta:

INGENIERIA NAVAL

La fórmula (13) nos da

1	 1/1,21/10012
= -
 --

- =	 = 0,037
Q 01

1
m1 = (13)

Si en la fórmula:

m	 mQ
e = p j11 + = m +

sustituimos m por su valor (17) resulta

J2	 113
1	 ¡	 14	 15-20

+ (18)

y despreciando todos los términos menos el
primero resulta

e 2 =—	 (15)
p

para juzgar el valor de las fórmulas (13) dada
por Bach y (15) que nosotros proponemos, va-
mos a hacer dos comprobaciones una para sec-
ciones doblemente simétricas y otra para sec-

-•V'k-

) ;q= 400

'1-
¿7GJ4 8.

y la (6) de Bach.

_M	 M	 y	 40.000

_15X50+

	

40.000	 5
+ 15 X 50 X o,oi7	 =5 3,3 + 360,4 =

= 413,7 Kg/cm2

	

- 40.000	 40.000	 5
25Ó	 5X505o,Ó3 1Ó

= 53,3 720,8 = - 667,5 Kg/cm2

Las fórmulas (15) y (9) nos dan:

1	 b2	 1002

	

e2()1-	 l2Xl5O5,55m/m

- M	 y' - 40.000 5,555
r+y'	 0,555X50

= 400 Kg!cm

	

40.000	 4.445

	

= 0,555 ><	
= 640 Kgicm2

El valor exacto de za es:

za 
= (v)2 +	 ()4 +	 ( v)6 .. 

= 0,0397

al que corresponden los siguientes valores
ciones simplemente simétricas con las dimen- exactos:
siones transversales mayores en la parte cón-
cava de la viga. (Forma racional de vigas

= 389 Kg./cm' y c2 = —619 Kg./cmcurvas). 
1 . 0 Secciones doblemente simétricas.
a) Sección rectangular (figura 8).	 y e = 5,7 m/m.
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Como se ve, la fórmula aproximada (15) nos
dá valores más exactos que la (13) de Bach, y
exige cálculos más sencillos.

b) En el cuadro adjunto se dan los valores
de m, m1 y m 2 correspondientes a diversos va-

lores de - (sección rectangular).

V = 	 altura rectángulo.

DICIEMBRE 1933

100.000	 1	 6
15 X 60 0,0562	

= 701 Kg./cm?

- 100.000 100.000	 1	 5,6
2 

15X60 15X600,0562559,4=

= - 1064 Kg./cm.2

0,1

m	 0,00354

M 1	 0,00333

0,00334

0,2	 0,3

	

0,01366	 0,0317

	

0,01333	 0,0300

	

0,01351	 0,03093

0,4	 0,5	 0,6	 0,7

	

0,0591	 0,0986	 0,1552	 0,2390

	

0,0533	 0,0833	 0,1200	 0,1633

	

0,05635	 0,09091	 0,1^636	 0,1952

se observa que los valores de m2 correspon-
dientes a nuestra fórmula (15) son más exactos
que los de m 1 de Bach.

2.° Secciones con simple sImetría (fig. 9).
El valor exacto de m es:

m = -1 + 	
+	

( y +

---d

) 

M = 1.000 kilográmetros

ij-
a

p/w1q,, 9.

±	 1 P + 
V1_(b_bl)1 =0,056255

p -

y las fatigas son

M 
+ 

M y	 100.000=
pQ

Con el valor aproximado m 1 y la fórmula de
Bach obtenemos

1	 710,4
óoi3 = 0,0526

= 742 Kg.! cm.2

= - 1149 Kg4cm.2

Con el valor aproximado e2 y la fórmula de
Timoshenko obtenemos

1	 710,4
e2 

=	 =	
= 0,789 c/m.

= 708 Kg./cm.2

= - 1080 Kg.Icm.2

Las conclusiones son las mismas del caso
anterior.

El estudio de los restos de las series (17) y
(18) puede llevarnos teóricamente a los mismos
resultados pero no creemos conveniente alargar
más este trabajo.

La consecuencia capital es la siguiente: «en
todo problema de fatiga referente a vigas cur-
vas usaremos la fórmula

M y'-	
r - y'
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con el valor aproximado

1
e - --

Si la curvatura es pequeña (radio de curva-
tura superior a 10 veces el cauto de la viga) la
fórmula anterior da valores casi idénticos a la
usual de vigas rectas

_P My
si	 I

Estudio de la deformación de conjunto.—
Este estudio es imprescindible para poder de-
terminar las reacciones de una viga hiperestá-
tica y por lo tanto de un anillo.

La deformaciói de un elemento de viga pro-
ducido por M es, según vimos anteriormente,
una rotación relativa.

1 5 d =	 dp	 (9')

alrededor del punto G' definido por GG' = e
(figura 6).

Esta rotación equivale a la misma rotación
alrededor de G y a una traslación

Mdv Mds
(19)

paralela a d s.
La deformación elemental producida por P

hemos visto que es una rotación relativa alre-
dedor del centro de curvatura

(2)

que equivale a la misma rotacion alrededor del
punto G y a una traslación

Ads	 (20)

paralela a d s.

INGENIERIA NAVAL

Si despreciamos la deformación debida a T
que como se sabe es pequeñísima, la deforma-
ción total elemental será

/	 Pd
frotación....	 A dp	

M	 '

d 
= (M +	

aIre-
iEL	 epE

(21) dedor de G.

traslación... A d s = Mds
	 Pds
+ =

'M	 \ds
=(--f- P) – paralela a d 

Las fórmulas (21) son exactas sin más error
que despreciar la deformación debida a T, y con
ellas puedeii calcularse las reacciones de cual-
quier viga hiperestática o anillo mediante los
conocidos teoremas del trabajo elástico o va-
luando directamente la rotación total y flecha
producida en un punto (método de continuidad).

El cálculo es en general penosísimo y bas-
tante erróneo, sobre todo por la medición grá-
fica de p y P ya que en los casos prácticos, la
fibra media no está definida analíticamente.

Es por lo tanto del mayor interés, el procu-
rar simplificar las fórmulas (21) admitiendo pe-
queños errores a ser posible por exceso y de
un valor comparable a los inevitablemente co-
metidos por el calculista medio.

Es absurdo, que pretendiendo ser exactos
admitamos las fórmula (21) para obtener resul-
tados distintos en cada oficina de proyectos.
La medición de P y p sobre el papel, en el caso
de una cuaderna de submarino, está muy 111-

fluenciada por el operador, y seguramente los
resultados obtenidos por dos calculistas dife-
rentes serán muy distintos.

Tampoco hay que olvidar, que no teniendo
en este caso los resultados que buscarnos más
que un valor comparativo, disponemos de más
libertad para admitir algunos errores que a fin
de cuentas como vamos a ver no son para
asustar al más exigente rigorista.

La primera simplificación que admitimos es
la sustitución de e por su valor aproximado,
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e2 =	 con lo cual las fórmulas (21) se con-

vierten en:

Adp =(M+Pe) dsr

(22)

Ads=	
d 

'p

Como se ve todo se reduce a sustituir Q e p
por 1 = Q e2 p; para darnos cuenta del error co-
metido basta tomar un ejemplo anterior (fig. 8).

a b3 - 5 X 10 3	5.000
12	

4
-	 -	

= 417dm

Qep==50X0,573>( 15=s430c1m4

El error cometido es del 3 por defecto al
que corresponde un error por exceso del 3'l 0/

en el valor de A d cp. Hay que hacer notar que
en este caso la curvatura es enorme.

Las fórmulas (22) podrán simplificarse o no,
según el caso particular que tengamos en fren-
te después de valorar los efectos relativos de
cada uno de sus términos.

Examinemos el caso de una cuaderna de
submarino correspondiente a una escotilla de
torpedos sometida a una presión de 80 tu. de
agua de mar (1)

Los valores de M varían entre + 40 y - ti
tonelámetros, las de P entre - 80 y - 110 to-
neladas, y los de e entre 07 y 27 dm. Los va-
lores de P y e no cambian de signo. los de M,
tienen cuatro cambios, con dos gamas en que
son positivos y otras dos negativos.

El producto P e representa en este caso el
momento del par formado por una fuerza

P aplicada en G y otra + P cii su valor
varía entre 0,5 y 3 tonelámetros, su valor me-
dio es aproximadamente 1 tonelámetro. El par
anterior tiende siempre a disminuir la curvatu-
ra, luego siempre es negativo y en dos gamas
su efecto se suma al de M, en ]as otras dos se
resta.

Podremos prescindir de P e ante M?, o lo

(1) Este ceso es uno de les más desfavorables que pueden presentar
e en cuanto s los efectos de P.

DICIEMBRE 1933

que es lo mismo, el efecto de un momento flec-
tor constante igual a 1 tonelámetro en todo el
anillo es despreciable?. Evidentemente no, un
valor constante de 1 tonelámetro no puede des-
preciarse frente a valores de M en valor abso-
luto inferiores a 11 tonelámetros (los valores
superiores de M corresponden a un trozo muy
corto del anillo).

Pero si podemos decir (visto el modo de
obrar de P e) que al despreciarlo realizamos un
cálculo pesimista, que como en otros casos aná-
logos significará para unos un «factor de igto-
ranciaa y para otros simplemente un «factor de
sencillez» con el que conviene transigir.

Despreciando P e, la 1.a de las fórmulas (22)
queda convertida en la usual

M dsA 'p= ILT	 (23)

Pasando a la 2.6 fórmula (22) se ve ensegui-

da que el término es despreciable. (Con

M = 10 tonelámetros p = 250 dm. E = 2>< 106
y Q = 100 dm 2 obtenemos-

M- -	 10 ____	 1
pE2,5 X2X10TX0,01 = 5x10=

= 0'00002

que es inferior a la dilatación producida por
una elevación de temperatura de 2 grados).

	

El término	 no es despreciable en si,

pues un valor medio suyo es

	

100	 -	 1
2 X 107 X 	 2 >< 103= 00005

(equivalente a una elevación de temperatura de
41 grados) pero como no afecta más que al cál-
culo de la flecha horizontal en el punto alto del

Panillo con el valor1 - d--
x 

su influencia es muy

pequeña.
Si el anillo tuviese un eje de simetría hori-

zontal (de forma e inercias) que lo fuese tam-
bién de P, dicha integral sería nula.
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