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Vibraciones transversales de vigas rectas

y velocidades críticas de ejes que

giran uniformemente
por Carlos Lago !ngniero Naval

Vibraciones transversales de vigas rectas instante cualquiera de ]a oscilación y suponga-
mnos que no tiene fuerzas exteriores aplicadas.

n este estudio solo consideraremos vigas 	 La aceleración lineal del elemento es,
.L_.#rectas cuya longitud sea mucho mayor que
cualquiera de sus dimensiones transversales y
en las que éstas no sean muy desiguales. Se
adopta como eje de las X a la línea que contie-
ne los centros de gravedad de ]as secciones de
la viga en su posición de reposo. El eje de las
Y se elige perpendicular al anterior y situado
en el plano de vibración. Haremos las siguien-
tes hipótesis:

a) La viga oscila en un plano.
b) La oscilación se verifica normalmente a

la posición de reposo.
c) El ángulo y (fig. 1) formado por el eje

d2

(3 t2

y la fuerza de inercia correspondiente tiene por
valor

(2

o!',

donde p = masa específica de la viga, A =
sección del elemento.

El equilibrio dinámico exige que

Fg. 1

de las X con cualquiera de los elementos de la
viga, es pequeño en cualquier fase de la vibra-
c ión.

Considerando un punto P de la viga su, co-
ordenada y es una función de x, pero diferente
para cada momento determinado. Así, pues y
es una función de las dos variables indepen-
dientes x y t. Vamos a tratar de hallar dicha
función, para lo cual consideramos un elemen-
to de viga PP', de longitud d x (fig. 2) en un

Fg. 2

(F -- d F) - F = A d x 
d2 y

o sea
rJFAd2y	 (1)

Análogamente, la aceleración angular del
elemento PP es

& t2
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y la ecuación angular de equilibrio dinámico,
referida al centro de gravedad del elemento
PP , es,

62	 1I	 =-dx.cos(F+F—dF)+dM(2)

donde 1, = mom. de in. del elemento respecto
al eje que pasando por su centro de gravedad
es perpendicular al plano de vibración =

= A d x (d 42 + K2]

y K = radio (le giro de la sección respecto al
mismo eje.

Despreciando infinitamente pequeños de
segundo orden, la ecuación (2) se transforma en

6M = - F -	 AK 2 , ... (3)dx	 dt

Teniendo en cuenta que se puede conside-

dr a r tan =	 ,se tendrá:
J 

v

x

H_ 68y
6t 2 	 6x6t2

y la ecuación (3) se transforma en

d2y	= - F4- AK 2 -	 .•. .•.
o 	 x	 (4)

Ahora bien, por la teoría de la Elasticidad
se sabe que

M=EIYEAKY(5)
o x 2	 () X2

luego entre las relaciones (1), (4), (obtenidas del
equilibrio dinámico) y (5) (deducidas de la teoría
de la Ela sticidad) se pueden eliminar P y M para
Obtener la ecuación diferencial deseada. Para
ello, (iifereIicienos en (4) respecto a x y sustí-

dFtuya en el resultado el valor de
(ix

dado por (1). Se llega a
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d 2 M	 62	 6'
6 x2	 7+9AK' dd7

Sustituyendo en esta ecuación el valor de
'12M

deducido de (5) y dividiendo por A, se ob-

tiene:
d2	 ó2

E K2 _0ilL
6 x'\	 6 x2

±pK2a, 
u	

(6)ó t2

Pero según la definición que hemos dado de
viga, 1< es pequeño. Como E es un número
grande, el producto p K2 es despreciable com-
parado con E K 2 y podremos suprimir el últi-
mo téi'inino de la ecuación anterior. Este ti'mi-
no es el debido a la « inercia angular. Vemos,
pues que esta no produce efectos apreciables
en la oscilación de las vigas que estamos estu-
diarido. La ecuación que adoptaremos es, pues,

6 2	 62
(7)d xi

JE K2 
f

	 0t2

y si la viga es de sección uniforme, se convier-
te en

J4 y	 62
E K'	 = -d	 (8)

Modos normales de oscilación.—Observan-
do la ecuación (8) vemos que hay una infinidad
de funciones de x y de t que la satisfacen y por
lo tanto una viga puede oscilar de una infini-
dad de maneras. De todas ellas elegiremos para
estudiar más rninnciosainente, los desplaza-
mientos que siguen una ley armónica en fase
para todos los puntos, pero con distintas am-
plitudes a lo largo de la viga. Más claramente,
estudiaremos las oscilaciones de la forma

y=ucos(pt+ CL) 	(9)

donde ti es una función de x, independiente
de t, que se llama función normal. A cada mo-
do normal de oscilación corresponde una fun-
ción normal.

Se demuestra que cualquier oscilación libre
de una viga se puede considerar corno la su-
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