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Vibraciones transversales de vigas rectas

y velocidades críticas de ejes que

giran uniformemente
por Carlos Lago !ngniero Naval

Vibraciones transversales de vigas rectas instante cualquiera de ]a oscilación y suponga-
mnos que no tiene fuerzas exteriores aplicadas.

n este estudio solo consideraremos vigas 	 La aceleración lineal del elemento es,
.L_.#rectas cuya longitud sea mucho mayor que
cualquiera de sus dimensiones transversales y
en las que éstas no sean muy desiguales. Se
adopta como eje de las X a la línea que contie-
ne los centros de gravedad de ]as secciones de
la viga en su posición de reposo. El eje de las
Y se elige perpendicular al anterior y situado
en el plano de vibración. Haremos las siguien-
tes hipótesis:

a) La viga oscila en un plano.
b) La oscilación se verifica normalmente a

la posición de reposo.
c) El ángulo y (fig. 1) formado por el eje

d2

(3 t2

y la fuerza de inercia correspondiente tiene por
valor

(2

o!',

donde p = masa específica de la viga, A =
sección del elemento.

El equilibrio dinámico exige que

Fg. 1

de las X con cualquiera de los elementos de la
viga, es pequeño en cualquier fase de la vibra-
c ión.

Considerando un punto P de la viga su, co-
ordenada y es una función de x, pero diferente
para cada momento determinado. Así, pues y
es una función de las dos variables indepen-
dientes x y t. Vamos a tratar de hallar dicha
función, para lo cual consideramos un elemen-
to de viga PP', de longitud d x (fig. 2) en un

Fg. 2

(F -- d F) - F = A d x 
d2 y

o sea
rJFAd2y	 (1)

Análogamente, la aceleración angular del
elemento PP es

& t2

2
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y la ecuación angular de equilibrio dinámico,
referida al centro de gravedad del elemento
PP , es,

62	 1I	 =-dx.cos(F+F—dF)+dM(2)

donde 1, = mom. de in. del elemento respecto
al eje que pasando por su centro de gravedad
es perpendicular al plano de vibración =

= A d x (d 42 + K2]

y K = radio (le giro de la sección respecto al
mismo eje.

Despreciando infinitamente pequeños de
segundo orden, la ecuación (2) se transforma en

6M = - F -	 AK 2 , ... (3)dx	 dt

Teniendo en cuenta que se puede conside-

dr a r tan =	 ,se tendrá:
J 

v

x

H_ 68y
6t 2 	 6x6t2

y la ecuación (3) se transforma en

d2y	= - F4- AK 2 -	 .•. .•.
o 	 x	 (4)

Ahora bien, por la teoría de la Elasticidad
se sabe que

M=EIYEAKY(5)
o x 2	 () X2

luego entre las relaciones (1), (4), (obtenidas del
equilibrio dinámico) y (5) (deducidas de la teoría
de la Ela sticidad) se pueden eliminar P y M para
Obtener la ecuación diferencial deseada. Para
ello, (iifereIicienos en (4) respecto a x y sustí-

dFtuya en el resultado el valor de
(ix

dado por (1). Se llega a

INGENIERIA NAVAL
d 2 M	 62	 6'
6 x2	 7+9AK' dd7

Sustituyendo en esta ecuación el valor de
'12M

deducido de (5) y dividiendo por A, se ob-

tiene:
d2	 ó2

E K2 _0ilL
6 x'\	 6 x2

±pK2a, 
u	

(6)ó t2

Pero según la definición que hemos dado de
viga, 1< es pequeño. Como E es un número
grande, el producto p K2 es despreciable com-
parado con E K 2 y podremos suprimir el últi-
mo téi'inino de la ecuación anterior. Este ti'mi-
no es el debido a la « inercia angular. Vemos,
pues que esta no produce efectos apreciables
en la oscilación de las vigas que estamos estu-
diarido. La ecuación que adoptaremos es, pues,

6 2	 62
(7)d xi

JE K2 
f

	 0t2

y si la viga es de sección uniforme, se convier-
te en

J4 y	 62
E K'	 = -d	 (8)

Modos normales de oscilación.—Observan-
do la ecuación (8) vemos que hay una infinidad
de funciones de x y de t que la satisfacen y por
lo tanto una viga puede oscilar de una infini-
dad de maneras. De todas ellas elegiremos para
estudiar más rninnciosainente, los desplaza-
mientos que siguen una ley armónica en fase
para todos los puntos, pero con distintas am-
plitudes a lo largo de la viga. Más claramente,
estudiaremos las oscilaciones de la forma

y=ucos(pt+ CL) 	(9)

donde ti es una función de x, independiente
de t, que se llama función normal. A cada mo-
do normal de oscilación corresponde una fun-
ción normal.

Se demuestra que cualquier oscilación libre
de una viga se puede considerar corno la su-

3
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perposición de una serie de funciones nor-
males. En la práctica, basta con solo tener en
cuenta un corto número de ellas. Se compren-
de, pues, que con el estudio de las oscilaciones
normales de vigas se pueden deducir conse-
cuencias para cualquier tipo de oscilación libre.

Sustituyendo en (8) los coeficientes diferen-
ciales de y deducidos de (9), se llega a la ecua-
ción.

d4  _ pp2- u

ó sea

ENERO 1932

De la igualdad de ambas fuerzas se deduce

(loa)

donde:
pA o2

m_EI

La anterior ecuación diferencial es idéntica
a (10), por lo tanto a cada caso de vibración
lateral de vigas corresponde otro análogo en
ejes circulares que giran con velocidad uni-
forme.

¿4 u
ó x4
—=m4 u ....... . (10)

siendo

m4-EK2 P E 	 .... (1) Fig. 3

La ecuación (10) es una ecuación diferen-
cial lineal con coeficientes constantes.

Velocidades críticas de efes,—Vamos a tra-
tar de hallar a que velocidades angulares es
inestable el perfil recto de un eje que gira a
una velocidad angular constante.

Empezaremos suponiendo que hay alguna
causa inicial de descentrarniento en el eje (una
masa descentrada en el eje o el perfil del mis-
mo flexado por su propio peso) y hallaremos
su comportamiento cuando gira con una velo-
cidad angular uniforme w

Haremos las siguientes hipótesis:
a) La curva que adopta el perfil del ele es

plana y gira a la velocidad w (1).

b) El eje es de sección circular.
Consideremos un eje que gira con una de-

formación inicial. La fuerza centrífuga de un
elemento dx valdrá:

pA col y dx,	 y la carga será	 pAo2y

que deberá ser igual a la necesaria para defor-
mar el eje, O sea

EJ 
riáy

¿ x4

(1) Esto es iridudabkmente inexacto para velocidades pequeñas. Su-
poniendo, por ejemplo, Un e l e flexado por su propio peso y girando a una
velocidad muy pequeña, su perfil permanecerá prácticamente vertical, es
decir no girará a la velocidad del eje. Esta teoría no es, pues, exacta pa-
ra velocidades angulares muy pequeñas.

Bastará, pues, con sustituir p por w en los
casos que estudiemos de vibraciones laterales
de vigas, para deducir la velocidad crítica del
eje correspondiente.

A mi modo de ver, se podía haber previsto
esta correspondencia entre las vibraciones trans-
versales y las de rotación, porque el movimien-
to giratorio de un eje deformado se puede con-
siderar como constituido por dos movimientos
armónicos de vibración transversal del mismo
eje, según dos planos perpendiculares. La fre-
cuencia de ambos movimientos es igual a la
velocidad angular del eje, por lo tanto siempre
que ésta sea tal que produzca resonancia en las
vibraciones transversales, sus amplitudes toma-
rán grandes valores y por consiguiente sil

 (el descentramiento del eje) será tam-
bién muy grande.

Solución de las ecuaciones (10) y (10 a).—
Las raíces de la ecuación complementaria son:

= + m, k2 = - m, ? = + im, k4 = - im

y la solución más general se puede escribir en
la forma:

u = A cos mx + B sen mx + C cosh mx +

+ D senh mx . . . . ( 12)

por consiguiente, según (9),

y = (A cos mx -f B sen mx -- C cosh mx

±Dsenhmx)cos(pt+ ). . (13)

4
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Las cuatro constantes arbitrarias A, B, C y D	 m ¡ =	 2 t , 3 r ... etc. . . . (16)
se determinan por las condiciones que la flecha
y sus derivadas con respecto a x tienen que y en virtud de (11)
cumplir en los extremos de la viga.

]2 j	
=	 4 7c 2 9 2	 etc.

Consideraremos ahora algunos casos parti-
culares sencillos:	 o sea

1 Viga o eje con un apoyo en cada extre-
mo.—En los dos extremos (x = O y x = 1) se
tienen que cumplir las siguientes condiciones,
para cualquier valor de t

yrO, 
fl x2

 0

o sea

= 21 i/í A (modo primario o fundamental)
El

1.=
 2 

7cEl/	 (modo secundario)

T, =
212 —A }/L	 (modo terciario) ........etc.

E 

Vemos, pues, que hay una infinidad de mo-
O = A -H 

C " /
14	 dos normales de vibrar con períodos cuyos va-

0 =- A  1- C	 lores acabamos de hallar. Los perfiles de estos
modos tienen por ecuaciones:

(pvim.)
0=Acosm1----Bsenm1-

4- C cosh m ¡ -1-- D senh m 1
(15)

O = - A cos mi — B senm1--

+Ccoshml+Dsenhml

y = B sen - x, cos (p t + ).

2
y B sen	 x . cos (p t + c).

3t
y = B sen 1 x. cos (p t -1- )

(sec.)

(terc.)

De (14) se deduce A = C = O, por consi-
guiente (15) se convierte en

0=Bsenm1-Dsenhm1

O - B sen mi+ D senh miS

es decir

D senh m 1 = O

B sen m 1 = O

La solución ml O significa p = O, es
decir, no hay vibración. Desechando, pues,
esta Solución y teniendo que ser mi, O, es de-
cir senui tuI, O, tendrá que ser D = O. De la úl-
lima co ndición tenemos que desechar que B sea
nulo, pues entonces A = B = C = D = O y no
habría vibración De aquí que sea preciso que
Se" ml	 O o sea:

etc.

y se hallan representados en la fig. 4.

------ ------- -------

Fig.4

Es lácíl comprobar que en este caso las
frecuencias de los modos normales son propor-
cionales a

1 , 2 2 , 32	 . etc.

respectivamente.

5
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2 Viga o eje empotrado en un extremo y tos modos son aproximadamente proporciona-
libre en el otro.--Las condiciones en los lími- les a
tes son, en este caso:

( 3
	 \2 ¡5(1,875)2	 1	 1 —t )
	 etc.	 (1)

y=O	 ,,	 2 ,,

para el extremo empotrado (x = 0)	 La ecuación del perfil que adopta la viga al7ox  0

	

	 vibrar se deduce de (13). Los nodos o puntos
cuya amplitud de vibración es nula, se obtienen

d2  =

para el extremo libre (x = 1)	 -----=--.-._.___.-
d 2 y	 prt1ia.-o

que se conviertan en:

	

0=A±C	 1ic

o = B + C

y

O	 - A cos ml - B sen ml —y- C cosh ml -j--- haciendo y	 0. Resolviendo la ecuación re-
sultante por métodos aproximados se llega a

	

D senh ml	 las siguientes posiciones de los nodos.

O A sen ml - B cos mlC senh ¡nl +	 modo sec . . . x1 /l = 56

+Dcoshml

Eliminando A, B, C y D en este sistema de 	 modo terc . . .
x2'i= 910.ecuaciones homogéneas se llega a

..................
cos ml. cosh ml = - 1

3 Viga o eje empotrado en ambos extre-
Esta ecuación se ha resuelto por el método mos.—Las condiciones en los extremos son, en

de las aproximaciones sucesivas, de Newton. este caso
Las seis primeras raíces consecutivas valen
aproximadamente	 dy

y=0,	 -=0
1,875 4,694 7,855 10,996 14,137 17,279 etc.	

ox

=
En virtud de (11), los períodos de oscilación	

¡)ara	 O	 y	 x = 11	o Sea:

serán:	 A+C=0,	 Acosml---BsenmlI-

2 r P i/Á	 C cosh ml + D senh ml = 0,
= (1	 1 E 1

	

= 1,789 l-'	 -1(hindamentaI)
B -j- D = 0, —A sen ml ± B cos ml -

2	 12	 IT2	 0,285l21- (secundario) 	 - C senh ml	 D cosh ml	 O
- (494	 El	 E 1

etc.
(i) EstoEslo s debido a que para valores de ¡nl superiores a la primera

raíz de (17) senh ml adquiere valores tan pequeños, que dkli-a ecuCIáI1
En este caso, las frecuencias de los distin-	 puede Sustiluirse sin error sensible purcswl = O.
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Eliminando A, B. C y D entre estas cuatro
ecuaciones, se llega a la condición

cos ml. cosh ml = 1. .	 . (18)

condición que se cumple para valores de ml
aproxidainente iguales a

4,730 7,853 10,996 14,137 17,279 .	 etc.

Los valores correspondientes del período
son:

2 t l ITl=(473-i El = 0,28112 j/(prim.)

T0	
Ç53)	 = 0,102 P	 (sec.)El

etc.

En este caso las frecuencias de los distin-

Fi. 6

tos modos son aproximadain ente proporciona-
les a

32, 52, 7 2 etc. (1)

4 Viga con ambos extremos libres.—En
este caso las condiciones extremas exigen que

o	 O X'

para

x O y x = L

Es fácil ver que con las condiciones ante-
riores se llega a la misma ecuación

cos ml. cosh ml = 1

que en el caso anterior, por consiguiente los

(1) Aqui se puede admitir que son suficientemente lp1OXimiaS las
rajces de la ecuación (18) y las de cos ml = O.

INCENIERIA NAVAL

períodos de los distintos modos de vibración
son los obtenidos anteriormente.

En este caso la solución m = O (que sig-
nífica frecuencia nula) puede interpretarse
como un desplazamiento del conjunto de la
viga, ya que no hay uniones exteriores que lo
impidan.

w _

Figs. 7

Los nodos en la vibración primaria resultan
a una distancia del extremo más próximo, igual
a 0,224 1.

Hasta ahora no hemos considerado más
que algunos casos de oscilaciones libres en sus
modos normales. Ya indicamos antes que se
demuestra que cualquier oscilación libre de una
viga se puede considerar como una serie de os-
cilaciones normales superpuestas. En general,
basta que con un pequeño número de ellas para
obtener una oscilación que practicamente no se
diferencie de la propuesta.

Supongamos, como por ejemplo, una viga
empotrada en un extremo y libre en el otro. Si
se flexa dicha viga l)OF la acción de una fuerza
en el extremo y libre, y luego se le abandona
para que oscile libremente, es lógico que no
podrá hacerlo según el modo primario, ya que
el perfil de este modo tiene por ecuación una
función transcendente, y el perfil que adopta la
viga al flexarse bajo una fuerza en su extremo
tiene por ecuación una cúbica. Sin embargo,
por ser ambas curvas muy poco diferentes, se
comprende que el modo normal sea, con mu-
cho, el más importante.

En los casos de vibraciones de vigas rectas
que hemos considerado, hemos supuesto que
no estaban sometidas a la acción de fuerzas
transversales. No es difícil demostrar que en el
caso de que las haya se producen las mismas
oscilaciones que si no las hubiera, con la sola
diferencia de que en este caso el perfil medio
de la viga vibrante ya no sería rectilíneo. En
efecto, llamando f (x) a la fuerza transversal,
la ecuación diferencial del movimiento sería:

7
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El ----= - pA	 f(x) .....(a)
(i X

I

donde y = flecha total = Yi * Y2, siendo Yi la
flecha producida por las fuerzas exteriores
(independiente de t) que por lo tanto satisfará
la relación

EI=f(x) ........(ji)

Sustituyendo en (a) el valor de yen función de
e Y2' y teniendo en cuenta (ji), se llega a

,j 	 df2

que es igual a (8), pero referida a la viga ya
deformada por la fuerzas exteriores.

Vibraciones forzadas.—Si a una viga recti-
línea se le aplica una fuerza armónica, se de-
muestra que cuando su frecuencia coincide con
la de alguna de las frecuencias naturales de
vibración de la viga, las amplitudes de oscila-
ción adquieren un valor infinito. En realidad,
se produce el fenómeno de resonancia explica-
do para los sistemas con un grado de liber-
tad. (1).

Si hubiese una pequeña resistencia de fric-
ción proporcional a la velocidad, las frecuen-
cias de la fuerza perturbadora que producen
grandes amplitudes serían ligeramente inferio-
res a las frecuencias propias de vibración de la
viga, análogamente al caso de sistemas con un
solo grado de libertad.

Cuando son varías las fuerzas perturbado-
ras, se pueden emplear el método de superpo-
sición, ya que los problemas de vibración de
vigas están siempre representados por ecuacio-
nes diferenciales lineales. La vibración resul-
tante será, pues, la superposición de las vibra-
ciones producidas por cada fuerza individual-
mente.

En la mayoría de los casos en que se quie-
ran evitar grandes amplitudes de vibración se-
rá, por lo tanto, suficiente que la frecuencia de
la fuerza o fuerzas aplicadas no se aproxime a
ninguna de las frecuencias de vibración propia.
De aquí que lo más interesante para el ingenie-

(1) INUENIERIA NAVAL, Septiembre 1931, pág. 413.
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ro sea hallar los períodos o frecuencias de vi-
bración propios.

El procedimiento riguroso empleado en los
casos anteriores resulta imposible en muchos
casos prácticos por complicarse el cálculo ex-
traordinariamente.

Hay, pues que acudir a procedimientos
aproximados. De ellos, el más importante es el
debido a Lord Rayleigh, que trataremos a con-
tinuación.

Método aproximado de Rayleigh para deter-
minar las frecuencias propias de vibración.—
Consiste esencialmente en emplear el principio
de la conservación de la energía en el sistema
que vibra para lo cual basta igualar la ener-
gía cinética máxima (corres pondente al instan-
te en que la viga pasa por su posición de equi-
librio) a la máxima energía potencial, almace-
nada por la viga en cualquiera de sus posicio-
nes extremas.

Suponiendo que la viga vibra según un mo-
do normal y que un es la función normal corres-
pondiente, la máxima energía cinética tiene por
expresión

f
j A d x (p. u

o

La máxima energía potencial vale

1 _f 'M2

	

2	 EA

donde M es el momento flexor correspondien-
te a la flecha máxima u,1 , esto es

M = El 
d2 u,,
d x2

De aquí la máxima energía potencial tenga
por valor

1 f	 Id2n,,\2
EI2J dx.

Igualando las dos clases de energías antes
citadas se obtiene

	

I	 'd2	 2

dx

	

1	 r' rl	 Ufli
1 rii—i

2__ j ° 	 dx2/
p -	 .......	

x
...(19)

p J A u,,2d

8
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Cuando se conoce la función normal u, este
método es riguroso y da para p el mismo valor
que se hubiera obtenido por el procedimiento
anterior.

Lord Rayleigh afirmó que la forma de la
función u no afecta sensiblemente al valor de
p, con tal de que se adopte un perfil razonable-
mente parecido al de el modo de vibración que
se quiera considerar.

El método de Rayleigh consí"te, pues, en
adoptar un perfil de oscilación que no difiera
mucho de el del modo cuya frecuencia se quie-
ra hallar. Una vez adoptado el perfil, se cal-
culan—aiialítica o gráficamente—las",integra-
les que intervienen en (19) y se deduce el valor
de la frecuencia mediante la fórmula

(cird;(20)

p j A u 2 d x

Un buen criterio para ¡a elección del perfil
es suponer q 1i u,, es de la forma que adoptaría
la viga estáticamente, suponiéndola sometida a
las fuerzas que oscilan con ella.

La expresión de la energía potencial puede
ponerse en función del trabajo realizado por
las fuerzas exteriores hasta la posición de má-
xima deformación. Llamando y a la flecha está-
tica antes citada, dicho trabajo tiene por ex-
presión

1 fl
2

y la expresión (20) se convierte en

A .y . d x =

A.y2.dx

_1	 9f'w.Y.dx
(21)

f

1
w.yB.dx

donde w	 carga por unidad de longitud.
En todo lo anterior solo hemos supuesto

que las fuerzas estaban repartidas a lo largo

INGENIERIA NAVAL

de la viga. Es fácil ver que si además hubiera
cargas aisladas W, la expresión de la frecuen-
cia de vibración propia sería

1 1 IR f'w.y.dx+g'w.y
12	 2	 / 1/ ...............(22)

c	 1

L w.y2 .dx 	 W 

que es la expresión más general de u.
Fórmula aproximada « de los cuadrados » .—

Esta fórmula permite hallar el período de un
cuerpo elástico que tenga varias masas, si se
conocen los períodos del cuerpo cuando con-
tiene cada una de las masas separadamente.

Supongamos una viga con un sistema de
masas m 1 , m 2 , m;(.... . etc., que está vibrando
según uno de sus modos normales. Sean Yi Y,

etc., los respectivos desplazamientos de
dichas masas. Se tendrá

Yi	 b1 cospi,	 Y2 = b 2 COS ED t,

y 2 = b., cos p t, . . .etc.

La energía cinética tiene por expresión:

(ni, y ± M.
	 ± m 3 j'3	 .

=	 (rn b + m2 b 2 H- m2 b3 2+ . . .) p2 sen 2 pt.

La energía potencial (que es proporcional a
los cuadrados (le los desplazamientos) será de
la forma:

Cl cos 2 pt.

Por el principio de la conservación de la
energía,

(m b 1 2 4- m.- 	 m 3 b3 2 +. . . ) p2sen2pt_f

-f- c2 cos2 pt = Constante.

Por tener dicha constante que ser indepen-
diente del tiempo, los coeficientes de sen 2 pt y
de cos 2 pt tendrán que ser iguales, esto es:

(m 1 b, 2 i . n2 2 b 2B_ m 3 b3 8 ... ... )p2=c2

9
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Basándonos en el método de Rayleigh po-
demos admitir que no se comete grail error
adoptando el perfil que tiene la viga al oscilar
con todas las masas, cuando se quiera calcular
el período de oscilación de la viga con una so-
la de las masas. En este caso la energía poten-
cial sería la misma para ambos casos, es decir
c 2 sería el mismo. Llamando p a la frecuencia
en radianes de la viga al oscilar solamente con
la masa m 1 , se tendría aproximadamente:

Pi m 1 b = c2

Análogamente, al vibrar la viga con las de-
más masas aisladamente, se obtendría-

1-
2 p,"2 m9 b22 = c-

- P8 2 m 3 b,'

etc.
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Sumando y suprimiendo el factor común c2,

se llega a:

T = T 1	 T22 - T:,2

que es la fórmula de los cuadrados.
Conviene hacer algunas consideraciones

respecto a la exactitud de esta fórmula. En el
transcurso del razonamiento hemos supuesto
que la viga vibra siempre con el mismo perfil,
cualquiera que sea la masa o masas que tiene
afectas. Indudablemente esto puede ser muy in-
correcto para alguna de las masas, pero 1)0 lo
será para aquellas cuya energía cinética sea
grande, por ser las que más influyen en el mo
vimiento cuando todas las masas vibran juntas.
Además, dichas masas son las que tienen ma-
yores períodos y por lo tanto son las que más
influyen en el valor de P, por ser los mayores
sumandos del segundo miembro de (23).

Sobre la aplicación de la fórmula de von Mises

en el caso de submarinos
por Aureo Fernández Ingeniero Naval

P
ara el cálculo de la presión de colapso de
la plancha de un tubo reforzado transver-

salmente, existen dos procedimientos represen-
tados por las fórmulas de VOfl Mises y la de
Takesada Tokugawa, que han sido expuestas
en las páginas de esta Revista por la docta
pluma del Ingeniero Naval Sr. Preysler. El va-
lor práctico de ambas fórmulas es muy relativo
corno el (le todas las que se refieren a estados
(le inestabilidad del equilibrio elástico, y puede
ser comparado al que tienen las de Euler de
compresión de píezas rectas, en cuya deducción
se supone que la carga está perfectamente cen-
trada y que el eje de la pieza sea una línea rec-
ta, implicando la no existencia de estas condi-

ciones una importante reducción de la carga
crítica de pandeo y una precipitación de la ro-
tura. Análogamente en la fórmulas (le Mises y
Takesada, se supone que las condiciones geo-
métricas teóricas del tubo pueden ser realizadas
prácticamente, consideración optíniista que
conduce a valores (le la presión de colapso más
elevados que los que se obtienen en la prácti-
ca. La forma de pandeo que se deduce de la
fórmula de Mises parece estar muy de acuerdo
con la experiencia, existiendo una notable
coincidencia entre el número de ondulaciones
previsto y el obtenido en la práctica, y siendo
en todo caso de un innegable valor comparati-
vo los resultados a que conduce su empleo.

lo
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Diremos antes de seguir adelante, que la
fórmula japonesa conduce a valores ligeramente
más optimistas que la de Mises, por lo que, de
jando para otra ocasión el hacer un estudio
comparativo de ambas, nos limitaremos en el
presente artículo a considerar la última de es-
tas que es además la más generalizada.

La citada fórmula de von Mises puede escri-
birse como sigue:

INGENIERIA NAVAL

Basta considerar ligeramente el proceso ne-
cesario para la determinación del valor de la
presión de colapso, para darse cuenta de lo la-
borioso que este resulta en la práctica, ya que
exige la reiterada aplicación (le la fórmula (1),
si se quiere obtener un número suficiente de
puntos de la curva que permita determinar el
mínimo con seguridad.

En el presente estudio nos proponemos

FE
1	 s	 r r)2 12 m 2 E s t.	 1	 17\2 12 .	 1 I 1	 '	 JJT()	 1j7r12	

()

L 1	 1 + 2J)

donde E es el coeficiente de elasticidad de] ma-
terial, s el espesor de la plancha, r radio del
cilindro, m la inversa del coeficiente de Poisson
1 la separación entre los refuerzos, n el número
de ondulaciones y p la presión de colapso.

El simple examen de esta fórmula nos indi-
ca que p, adquíere valores infinitos para n = O
y para n = oc ; esto nos hace ver la existencia
de un mínimo para el valor de la presión de
colapso, que es el que interesa determinar y
que corresponderá a un cierto número de on-
dulaciones.

La manera ordinaria de proceder, para ha-
llar esta presión mínima consiste en dar a n
valores sucesivos 2, 3, 4....., para cada uno de
los cuales, se determina la presión de colapso
p. Se traza entonces una curva que represente
los valores de p, en función de los de n y esta
curva presentará un mínimo, cuya ordenada,
nos dará la presión buscada y cuya abscisa in-
dicará el número de ondulaciones con que se
virificará el colapso. Conviene observar, que
esta fórmula solamente conducirá a resultados
atendibles, mientras no se pase del límite de
elasticidad del material. Para contribuir a fijar
más las ideas sobre este particular, damos en
la figura 1a una aplicación numérica cuyos da-
tos correspondientes son los siguientes:

E 2. 10 Kg/cm	 222 =

r	 26,5 crus.	 s = 015 crns.	 1 = 19 cms.

Del examen de la curva se deduce, que la
presión flhínjni a de colapso será de 57'4 kg/cm2
y que corres ponderá al caso de ser n = 9 un-
dulaciones.

simplificar la aplicación de la fórmula de Mí-
ses, cuya aparente complicación tiene además
el inconveniente de que deja ocultas una se-
rie de interesantes consecuencias que citare-
mos al final de este artículo.

Empezaremos por introducir las notaciones
siguientes:

A	 m2
12'm2_1

que para el valor de m convenientemente acep-

tado m 
==	

, se convierte en

A = 8'91;

z= i	
n 12

¡2

r 

Reemplazando estos valores en la fórmula
(1), se llega a

E	 s2 x2	2z=	 -	 A b;,	 (2).,

expresión que puede escribirse bajo la forma

	

p =. F(x. !)	 (3).

Para hallar el valor z,1 , que hace mínima
esta expresión, igualaremos a O la derivada y
tendremos:
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