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Vibraciones transversales de vigas rectas

y velocidades criticas de ejes que

‘giran uniformemente

por Carlos Lago Ingeniero Naval

Vibraciones (transversales de vigas rectas

En este estudio solo consideraremos vigas
rectas cuya longitud sea mucho mayor que
cualquiera de sus dimensiones transversales y
en las que éstas no sean muy desiguales. Se
adopta como eje de las X a la linea que contie-
ne los centros de gravedad de las secciones de
la viga en su posicion de reposo. El eje de las
Y se elige perpendicular al anterior y situado
en el plano de vibracién. Haremos las siguien-
tes hipotesis: ‘

ak il viga oscila en un plano.

b) La oscilacion se verifica normalmente a
la posicidén de reposo. '

¢) El éangulo ¢ (fig. 1) formado por el eje
s

p+dy

Fig. 1

de las X con cualquiera de los elementos de la
viga, es pequefio en cualquier fase de la vibra-
cion.

Considerando un punto P de la viga su, co-
ordenada y es una funcién de x, pero diferente
para cada momento determinado. Asi, pues y
es una funcién de las dos variables indepen-
dientes x y £. Vamos a tratar de hallar dicha
funcién, para lo cual consideramos un elemen-
to de viga PP’, de longitud d x (fig. 2) en un

2

instante cualquiera de la oscilacién y suponga-
mos que no tiene fuerzas exteriores aplicadas.
La aceleracion lineal del elemento es,

ey
) ﬁ_ B

y la fuerza de inercia correspondiente tiene por
valor
¢y

pAdx TP

donde p = masa especifica de la viga, A =
seccion del elemento.

El equilibrio dindmico exige que

F+dF

M+dM

i L
(F+dF)—F=p¢Adx

0 sea ‘h 5
BE ok s
s Ay & e (1)
Anéalogamente, la aceleracion angular del

elemento PP’ es

02 @

i
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y la ecuacién angular de equilibrio dinamico,
referida al centro de gravedad del elemento
PP’ es,

g
Lr~+=:%whums@@WFF+dFy+dM(m

donde [, = mom. de in. del elemento respecto
al eje que pasando por su centro de gravedad
es perpendicular al plano de vibracion =

= pA'dX[Tiz— (dX)2+K2] l

y K = radio de giro de la seccién respecto al

mismo eje. :
Despreciando infinitamente pequefios de

segundo orden, la ecuacion (2) se transforma en

¢ M

X

|

.
2~F+9AWT£.” 3)

.

Teniendo en cuenta que se puede conside-

d

rar fan ¢ = ¢ —-—di, se tendra:
b ity
b TCdx dt

y la ecuacion (3) se transforma en

o SR R
——F—I-P__{\K‘”W Godieeh

d M
=

Ahora bien, por la teoria de la Elasiicidad
se sabe que -

3 62 § 9

11Jego entre las relaciones (1), (4), (obtenidas del
¢quilibrio dinamico) y (5) (deducidas de la teoria
de la Elasticidad) se pueden eliminar F y M para
obtener la ecuacign diferencial deseada. Para
ello, diferenciemos en (4) respecto a x y susti-

tuyamos en el resultado el valor de EE
Jx

dade por (1). Se llega a

INGENIERIA NAVAL

dﬂM_— 2y o at A
aa PR Ia tPAB e

Sustituyendo en esta ecuacion el valor de

ULl ;
E% deducido de (5) y dividiendo por A, se ob-

tiene:

Pero segtin la definicion que hemos dado de
viga, K es pequefio. Como E es un nimero
grande, el producto p K* es despreciable com-
parado con E K? y podremos suprimir el lti-
mo término de la ecuacién anterior. Este térmi-
no es el debido a la «inercia angular». Vemos,
pues que esta no produce efectos apreciables
en la oscilacién de las vigas que estamos estu-

diando. La ecuacién que adoptaremos es, pues,

g2 g2 d y?
d—:’{‘z (E K? _.__Y) i) ﬁf v ee (7)

3

Jd x

y si la viga es de seccién uniforme, se convier-
te en

20ty
2 e
Modos normales de oscilacién.—Qbservan-
do la ecuacion (8) vemos que hay una infinidad
de funciones de x y de t que la satisfacen y por
lo tanto una viga puede oscilar de una infini-
dad de maneras. De todas ellas elegiremos para
estudiar méas minuciosamente, los desplaza-
mienfos que siguen una ley armonica en fase
para todos los puntos, pero con distintas am-
plitudes a lo largo de la viga. Mas claramente,
estudiaremos las oscilaciones de la forma

y=ucos(pt+u

donde u es una funcidén de x, independiente
de t, que se llama funcidn normal. A cada mo-
do normal de oscilacién corresponde una fun-
cion normal. ‘
Se demuestra que cualquier oscilacion libre
de una viga se puede considerar como la su-

3
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perposicién de una serie de funciones nor-
males. En la practica, basta con solo tener en
cuenta un corto niimero de ellas. Se compren-
de, pues, que con el estudio de las oscilaciones
normales de vigas se pueden deducir conse-
cuencias para cualquier tipo de oscilacién libre.

Sustituyendo en (8) los coeficientes diferen-
ciales de y deducidos de (9), se llega a la ecua-
cion.

dt 4 — P pﬂ u

d x* EK?
O sea

g4

Wli =ty <u (EDY
siendo

g p? A

m‘l_EKz _—"'—._..p’ p_T‘ . (11)

La ecuacién (10) es una ecuacién diferen-
cial lineal con coeficientes constantes.

Velocidades criticas de ejes.—Vamos a tra-
tar de hallar a que velocidades angulares es
inestable el perfil recto de un eje que gira a
una velocidad angular constante.

Empezaremos suponiendo que hay alguna
causa inicial de descentramiento en el eje (una
masa descentrada en el eje o el perfil del mis-
mo flexado por su propio peso) y hallaremos
su comportamiento cuando gira con una velo-
cidad angular uniforme o

Haremos las siguientes hipotesis:

a) La curva que adopta el perfil del eje es
plana y gira a la velocidad o (1).

b) El eje es de seccién circular.

Consideremos un eje que gira con una de-
formacién inicial. La fuerza centrifuga de un
elemento dx valdra:

pA oy dx,

y la carga serd  ¢Aw'y

que debera ser igual a la necesaria para defor-
mar el eje, o sea

Uy
d x*

(1) Esto es indudablemente inexacto para velocidades pequefias. Su-
poniendo, por ejemplo, un eje flexado por su propio peso y girando a una
velocidad muy pequeiia, su perfil permanecera practicamente vertical, es

decir no girard a la velocidad del eje. Esta teorfa no es, pues, exacta pa-
ra velocidades angulares muy pequefias.

4
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De 1a igualdad de ambas fuerzas se deduce

4

ity

axﬂ,:m*u ...... (10 a)
donde:

4_9Ami

Ee

La anterior ecuacién diferencial es idéntica
a (10), por lo tanto a cada caso de vibracion
lateral de vigas corresponde otro analogo en
ejes circulares que giran con yelocidad uni-
forme.

Fig. 3

Bastard, pues, con sustituir p por o en los
casos que estudiemos de vibraciones laterales
de vigas, para deducir la velocidad critica del
eje correspondiente.

A mi modo de ver, se podia haber previsto
esta correspondencia entre las vibraciones trans-
versales y las de rotacién, porque el movimien-
to giratorio de un eje deformado se puede con-
siderar como constituido por dos movimientos
armonicos de vibracién transversal del mismo
eje, segin dos planos perpendiculares. La fre-
cuencia de ambos movimientos es igual a la
velocidad angular del eje, por lo tanto siempre
que ésta sea tal que produzca resonancia en las
vibraciones transversales, sus amplitudes toma-
ran grandes valores y por consiguiente su re-
sultante (el descentramiento del eje) serd tam-
bién muy grande.

Solucion de las ecuaciones (10) y (10 a).—
Las raices de la ecuacién complementaria son:
Ay = + m,
y la solucién més general se puede escribir en
la forma:

hy=—m, M\=-im h,=—im

u = A cos mx |+ B sen mx + C cosh mx +

+ D senh mx (12)

por consiguiente, segin (9),

y =(A cosmx | Bsenmx + C coshmx }

+ D senh mx) cos (pt + ). (13)
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Las cuatro constantes arbitrarias A, B,Cy D mi=1,2% 3. et ... (10
se deferminan por las condiciones que la flecha .
y sus derivadas com respecto a x tienen que Y €0 virtud de (11)
cumplir en los extremos de la viga.
L p]/P__P_‘ =t oGk el
Consideraremos ahora algunos casos parti- 5 )

culares sencillos: 0 sea

1 Viga o eje con un apoyo en cada extre- T, = al ],/l,PiA (modo primario o fundamental)

mo.—En los dos extremos (x =0y x = 1) se iz
tienen que cumplir las siguientes condiciones,
para cualquier valor de ¢ i Vp A (modo secundario)
02 y
y=0 —==0 —
7o s 2
= 0 — o ]/P_é (modo terciario) ........ etc.
i i e
0 sea :

: Vemos, pues, que hay una infinidad de mo-
0= A4C ; (14) dos normales de vibrar con periodos cuyos va-
lores acabamos de hallar. Los perfiles de estos

modos tienen por ecuaciones:

y
G e F : y =B sen g x,cos(pt o (prim.)
=Acosml+Bsenml—+ ‘
+ Ccoshm!+ D senhml a (15) y = B sen ZTT x.cos(pt+ o). (sec.)
0=-=—Acosml—Bsenml-+ \ o
N vl D seah 1 y = Bsen- 7 X Cos(pf+a) . (terc.)
Bie i dise dednce A = C =0, por congl=r -~ oo enRnARG etc.

uiente (15 iert '
g (15) se. convierte en y se hallan representados en la fig. 4.

N

O=Bsenml-+ Dsenhml §

—— s s St e s . s e . e s e ey e

primaric

O=—Bsenml-+4 Dsenhml

es decir

secundaric

‘D senhml=0

|
Bseuml:OS i e Tt T, N ——

kerciario

Fig.4

Fa solucién ml = 0 significa p =0, es
decir, no hay vibracién. Desechando, pues, Es facil comprobar que en este caso las

esta solucion y teniendo que ser ml, 0, esde- o nencias de los modos normales son propor-
cir senh mi, 0, tendra que ser D =0.Delail- 4 na1es a

fima condicién tenemos que desechar que B sea

nulo, pues entonces A =B =C =D =0yno gh 20 3L o el
hahna vibracién. De aqui que sea prec1so que
Sen ml = () g sea: respectivamente,
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2 Viga o eje empotrado en un extremo y tos modos son aproximadamente proporciona-
libre en el otro.—~Las condiciones en los limi- les a
tes son, en este caso:

(1,875), (%w), (gx) ete. (1)

7

para el extremo empotrado (x = 0) La ecuacion del perfil que adopta la viga al

= ’ vibrar se deduce de (13). Los nodos o puntos
cuya amplitud de vibracién es nula, se obtienen
__X = '
d e
para el exiremo libre (x =1) - Z gy
di}: % \ primario
d x°

que se conviertan en:

0=A 4+ C
0=B + C
y Fig. 5
0= — Acosml — B senml + C coshml +~ haciendo y = 0. Resolviendo la ecuacién re-
sultante por métodos aproximados se llega a
-- D senh ml las siguientes posiciones de los nodos.
0 = A sen ml — B cos ml - C senh ml + modo sec. . . . xil=75/6
-+ D cosh ml 1
. x ==
Eliminando A, B, C y D en este sistema de modo terc . . . {
ecuaciones homogéneas se llega a [ Xx,/1=9/10.
etc.
cos ml . cosh ml = — 1

3 Viga o eje empotrado en ambos extre-

Esta ecuacién se ha resuelto por el método mos.—Las condiciones en los extremos son, en

de las aproximaciones sucesivas, de Newton.

" 5 ; este caso
Las $els primeras raices consecutivas valen
aproximadamente dy
1,875 4,694 7,855 10,996 14,137 17,279 etc.
: )ara x=20 x—=1 o Sea:
En virtud de (11), los periodos de oscilacién : s
serdan: A+C=0, Acosml-+ Bsenml-|

21-12

/DA p —+ C cosh ml + D senh ml = 0,
A (1,875)¢ I = 1,780 F I/ 5 (fundamental)

B+4+D=0, —Asenml-+ B cosml-|

2= PP 0 /o A
Ty = @ g94) fA = 0,285 I* l/p | (secundario) -+ C senh ml + D cosh ml =0
etc. e

(1) Esto es debido a que para valores de ml superiores a la primera

o FE R raiz de (17) senh ml adquiere valores tan pequefios, que dicha ecuacién
En este caso, las frecuencias de los distin- puede sustiiuirse sin error sensible por cos ml = 0,

6
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Eliminando A, B, Cy D enfre estas cuafro
ecuaciones, se llega a la condicién

cosimlcosh mli=—"1:

. (18)

condicién que se cumple para valores de ml
aproxidamente iguales a

4,730 7,853 10,996 14,137 17,279 etc.

Los valores correspondientes del periodo
son: '

2zl

T = (arsoy; Jea 0281 7 |/A (prim)
2= 1/iA

Ty = s l./Pf — 01021 ][ (sec)

i nreed e

En este caso las frecuencias de los distin-

Secundawio

Fig. 6

tos modos son aproximadamente proporciona-
les a

SHard etc. (1)
4 Viga con ambos extremos libres.—En
este caso las condiciones extremas exigen que

o
a x? 1 d

para

Es facil ver que con las condiciones ante-
riores se llega a la misma ecuacion

cos ml . cosh ml = 1

que en el caso anterior, por consiguiente los

(1) Aqlll S puede admitir que son suficientemente aproximadas las
raices de la ecuacién (18) y las de cos ml = 0.

INGENIERIA NAVAL

periodos de los distintos modos de vibracion
son los obtenidos anteriormente.

En este caso la soluciéon m =0 (que sig-
nifica frecuencia nula) puede interpretarse
como un desplazamiento del conjunto de la
viga, ya que no hay uniones exteriores que lo
impidan.

_’-"‘—'—-—_’——-\

e p'-ims:i;\
o B
/ \A\md’s
S L
/ S terciario.
Figs. 7

Los nodos en la vibracién primaria resultan

a una distancia del extremo mas proximo, igual
a 0,224 1.

Hasta ahora no hemos considerado mas
que algunos casos de oscilaciones libres en sus
modos normales. Ya indicamos antes que se
demuestra que cualquier oscilacién libre de una
viga se puede considerar como una serie de os-
cilaciones normales superpuestas. En general,
basta que con un pequefio niimero de ellas para
obtener una oscilacidén que practicamente no se
diferencie de‘la propuesta.

Supongamos, como por ejemplo, una viga
empotrada en un extremo y libre en el otro. Si
se flexa dicha viga por la accidén de una fuerza
en el extremo y libre, y luego se le abandona
para que oscile libremente, es l6gico que no
podra hacerlo segiin el modo primario, ya que
el pertil de este modo tiene por ecuacién una
funcion transcendente, y el perfil que adopta la
viga al flexarse bajo una fuerza en su extremo
tiene por ecuacién una ciibica. Sin embargo,
por ser ambas curvas muy poco diferentes, se
comprende que el modo normal sea, con mu-
cho, el més importante.

En los casos de vibraciones de vigas rectas
que hemos considerado, hemos supuesto que
no estaban sometidas a la accién de fuerzas
transversales. No es dificil demostrar que en el
caso de que las haya se producen las mismas
oscilaciones que si no las hubiera, con la sola
diferencia de que en este caso el perfil medio
de la viga vibrante ya no seria rectilineo. En
efecto, llamando f (x) a la fuerza transversal,
la ecuacion diferencial del movimiento seria:

7
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04

donde y = flecha total = y; - y,, siendo y, la
flecha producida por las fuerzas exteriores
(independiente de f) que por lo tanto satisfara
la relacién

Sustituyendo en («) el valor de y en funcién de
Y1 € ¥ ¥ teniendo en cuenta (j), se llega a

que es igual a (8), pero referida a la viga ya
deformada por la fuerzas exteriores.

Vibraciones forzadas.—Si a una viga recti-
linea se le aplica una fuerza arménica, se de-
muesfra que cuando su frecuencia coincide con
la de alguna de las frecuencias naturales de
vibracién de la viga, las amplitudes de oscila-
cion adquieren un valor infinito., En realidad,
se produce el fenémeno de resonancia explica-
do para los sistemas con un grado de liber-
tad. (1).

Si hubiese una pequena resistencia de fric-
cién proporcional a la velocidad, las frecuen-
cias de la fuerza perturbadora que producen
grandes amplifudes serfan ligeramente inferio-
res a ias frecuencias propias de vibracidn de la
viga, analogamente al caso de sistemas con un
solo grado de libertad.

Cuando son varias las fuerzas perturbado-
ras, se pueden emplear el método de superpo-
sicién, ya que los problemas de vibracién de
vigas estan siempre representados por ecunacio-
nes diferenciales lineales. La vibracion resul-
tante serd, pues, la superposicién de las vibra-
ciones producidas por cada fuerza individual-
mente.

En la mayoria de los casos en que se quie-
ran evitar grandes amplitudes de vibracién se-
ra, por lo tanto, suficiente que la frecuencia de
la fuerza o fuerzas aplicadas no se aproxime a
ninguna de las frecuencias de vibracion propia.
De aqui que lo mds interesante para el ingenie-

(1) INGENIERIA NAVAL, Septiembre 1931, pag. 413,

8
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ro sea hallar los periodos o frecuencias de vi-
bracién propios. :

El procedimiento riguroso empleado en los
casos anteriores resulta imposible en muchos
casos practicos por complicarse el céalculo ex-
traordinariamente.

Hay, pues que acudir a procedimientos
aproximados. De ellos, el mas importante es el
debido a Lord Rayleigh, que trataremos a con-
tinuacion.

Método aproximado de Rayleigh para deter-
minar las frecuencias propias de vibracién.—
Consiste esencialmente en emplear el principio
de la conservacion de la energia en el sistema
que vibra para lo cual basta igualar la ener-
gia cinética maxima (correspondiente al instan-
te en que la viga pasa por su posicién de equi-
librio) a la maxima energia potencial, almace-
nada por la viga en cualquiera de sus posicio-
nes extremas.

Suponiendo que la viga vibra segiin un mo-
do normal y que u, es la funcién normal corres-
pondiente, la maxima energia cinética tiene por
expresion

—;,i—p:’lxdx(,z).u“)2

o

La maxima energia potencial vale

T I
2

donde M es ¢l momento flexor correspondien-
te a la flecha maxima un , esto es

d2 zzn

MQ

E_IdX'

M-—EI

De aqui la méxima energia potencial tenga

por valor
5x foE'I(d %) ax

Igualando las dos clases de energias antes
citadas se obtiene

Rt d2un2
2=.]0 El(dxz) g%

S
pj An.%d x
Q
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Cuando se conoce la funcién normal u, este
método es riguroso y da para p el mismo valor
que se hubiera obtenido por el procedimiento
anterior. :

Lord Rayleigh afirmé que la forma de la
funcién u, no afecta sensiblemente al valor de
D, con tal de que se adopte un pertil razonable-
mente parecido al de el modo de vibracién que
se quiera considerar.

El método de Rayleigh consiste, pues, en
adoptar un perfil de oscilacién que no difiera
mucho de el del modo cuya frecuencia se quie-
ra hallar. Una vez -adoptado el perfil, se cal-
culan—analitica o graficamente—Ilas’ integra-
les que intervienen en (19) y se deduce el valor
de la frecuencia mediante la férmula

1 El(d ”“)d

pJo Awnitdx

........

Un buen criterio para la eleccion del perfil
es supoier que u,es de la forma que adoptaria
la viga estaticamente, suponiéndola sometida a
las fuerzas que oscilan con ella.

La expresion de la energia potencial puede
ponerse en funcién del trabajo realizado por
las fuerzas exteriores hasta la posicion de ma-
xima deformacién. Llamando y a la flecha esta-

tica antes citada, dicho trabajo tiene por ex-
presién

!
f gerAydx
o 0O

y la expresion (20) se convierte en

il
1 gf A.y.dx

7o
fA.y?.dx

ol
a |

donde w = carga por unidad de longitud.
En todo lo anterior solo hemos supuesto
que las fuerzas estaban repartidas a lo largo

INGENIERIA NAVAL

de la viga. Es facil ver que si ademas hubiera
cargas aisladas W, la expresioén de la frecuen-
cia de vibracién propia seria

que es la expresién més general de 7.
Férmula aproximada «de los cuadrados».—
Esta férmula permite hallar el periodo de un
cuerpo elastico que tenga varias masas, si se
conocen los periodos del cuerpo cuando con-
tiene cada una de las masas separadamente.
Supongamos una viga con un sistema de
masas m,, ms, ms, . ... etc.,, que esta vibrando
segiin uno de sus modos normales. Sean y; Vs,

Vs - . . etc., los respectivos desplazamientos de

dichas masas. Se tendra
yi=b,cospt, ¥y == by cos pL,
Yeo=Dbycospt,...etc

La energia cinética tiene por expresion:

I

1 5 : e
5 (myd +myyst +myyy )

= ;‘ (my by* + m, bs* + my bs®+. ..) p* sen® pt.

La energia ‘potencia] (que es proporcional a
los cuadrados de los desplazamlentos) sera de
la forma:

c? cos? pt.

Por el principio de la conservacién de la
energia,

2 (m; by® -+ my by® 4 my bs® -+-. . .) p* sen® pt +

-+ ¢? cos® pt = Constante.

Por tener dicha constante que ser indepen-
diente del tiempo, los coeficientes de sen® pt y
de cos® pt tendran que ser iguales, esto es:

%* (my by® + mg b +my b 4...) pP=¢*
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Basandonos en el método de Rayleigh po-
demos admitir que no se comefe gran error
adoptando el perfil que tiene la viga al oscilar
con todas las masas, cuando se quiera calcular
el periodo de oscilacion de la viga con una so-
la de las masas. En este caso la energia poten-
cial seria la misma para ambos casos, es decir
¢? seria el mismo. Llamando p, a la frecuencia
en radianes de la viga al oscilar solamente con
la masa m,, se tendria aproximadamente:

;‘ p* my b =c¢*

Anélogamente, al vibrarla viga con las de-
mas masas aisladamente, se obtendria:
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Sumando y suprimiendo el factor comin c?,
se llega a:

Fh o o Y s Ty o (23)

que es la férmula <de los cuadrados=.
Conviene hacer algunas consideraciones
respecto a la exactitud de esta formula. En el
transcurso del razonamienfo hemos supuesto
que la viga vibra siempre con el mismo perfil,
cualquiera que sea la masa o masas que tiene
afectas. Indudablemente esto puede ser muy in-
correcto para alguna de las masas, pero no lo
sera para aquellas cuya energia cinética sea
grande, por ser las que mas influyen en el mo
vimiento cuando todas las masas vibran juntas.
Ademas, dichas masas son las que tienen ma-
yores periodos y por lo tanto son las que mas
influyen en el valor de T#, por ser los mayores
sumandos del segundo miembro de (23).

Sobre la aplicacion dela férmula de von Mises

en el caso de submarinos

por Aureo Fernandez ingeniero Naval

Para el calculo de la presién de colapso de
la plancha de un tubo reforzado transver-

salmente, existen dos procedimientos represen-
tados por las férmulas de von Mises y la de
Takesada Tokugawa, que han sido expuestas
en las paginas de esta Revista por la docta
pluma del Ingeniero Naval Sr. Preysler. El va-
lor practico de ambas férmulas es muy relativo
como el de todas las que se refieren a estados
de inestabilidad del equilibrio eldstico, y puede
ser comparado al que tienen las de Euler de
compresion de piezas rectas, en cuya deducciéon
se supone que la carga esté perfectamente cen-
trada y que el eje de la pieza sea una linea rec-
ta, implicando la no existencia de estas condi-
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ciones una importante reduccién de la carga
critica de pandeo y una precipitacion de la ro-
tura. Analogamente en la férmulas de Mises y
Takesada, se supone que las condiciones geo-
métricas tedricas del tubo pueden ser realizadas
practicamente, consideracion optimista que
conduce a valores de la presion de colapso mas
elevados que los que se obtienen en la practi-
ca. La forma de pandeo que se deduce de la
formula de Mises parece estar muy de acuerdo
con la experiencia, existiendo una notable
coincidencia entre el nimero de ondulaciones
previsto y el obtenido en la préactica, y siendo
en todo caso de un innegable valor comparati-
vo los resultados a que conduce su empleo.

































































































































